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Pratarmé

Si mokymo priemoné skirta Viesojo administravimo fakulte-
to istestiniy studijy studentams, taciau knygute galés naudotis ir
kity fakultety iStestiniy ir nuolatiniy studijy studentai, kuriems
déstomi matematikos dalykai. Mokymo priemonéje pateikta kai
kuriy aukstosios matematikos skyriy santrauka, iSsamus moko-
mosios matematikos literaturos sarasas lietuviy kalba, nurodyti
Sio saraso knyguy pagrindiniai skyriai, reikalingi knygutéje aiskina-
moms temoms geriau suprasti. Tai padés studentams greiciau rasti
reikalinga informacija, iSsamiau susipazinti su déstomais klausi-
mais. Metodiniuose nurodymuose taip pat iSspresti pagrindiniy
tipy uzdaviniy pavyzdziai ir surasytos uzduotys savarankiskam
darbui. Déstomi ne tik klasikiniai aukstosios matematikos sky-
riai, bet pateikta pavyzdziy is ekonomikos, vadybos, kity socialiniy
moksly. Nemazai pasitulyta praktinio pobudzio uzdaviniy. Spren-
dziant pateiktus uzdavinius, reikia atlikti matematinius skaiciavi-
mus ir gauti rezultatus, kai kurie i$ jy turi dalykine, pavyzdziui,
ekonomine, vadybine interpretacija.



1 Aibés, funkcijos ir lygtys

Literatura: [Rum?76] XIII skyrius, 195 — 222 psl.; [Apy0l] 21 —
35 psl.; [Mis99] 111 — 118 psl.; [Stu08] 5 skyrius, 85 — 112 psl.; [Bud08]
54 — 68 psl.

Teoriniai klausimai: Aibés savoka. Aibés elementas (a € A).
Tuscioji aibé (0). Skaiciy aibés (N, Z, @, R). Skaiciy intervalai. Poaibis
(A C B). Aibiy sajunga (AU B) ir sankirta (AN B). Funkcijos apibrézi-
mas, pavyzdziai ir reiskimo budai. Skai¢iy sekos. Formulés. Funkcijos
grafikas. Elementariosios funkcijos. Lygtys ir nelygybeés. Apytikslis
lygéiy sprendimas. Funkcijos ekonomikoje.

1.1 Interpoliacija
1.1.1 Tiesés lygtis

Tarkime, kad zinomos dvi tiesinés funkcijos y(x) = kz+b reiksmes
y(zy) = y; ir y(xy) = yy. Tai reiskia, kad funkcijos grafikas —
tiese, einanti per taskus Ay (x1,y;) ir Az (24, y,). Tada bet kuriam
sios tiesés taskui (z,y) galioja lygybeé:

r—x1  Y—UY

Lo — Xy Y2 — Y1

arba
y:yQ Y1 x_QQ Y1 2y + vy
Lo — Xy Lo — Ty

Taigi koeficientai k ir b lygus:

k:u’ p=_%2"40 T, + Y.
Ty — I Ty — Iy

Uzrasykime, pavyzdziui, tiesés, einancios per taskus A(1,2) ir
B(2,1) lygti. Turime 21 = 1, y1 = 2, z2 = 2, yo = 1. Taikome
formule:

r—1 y-—2
= 1=y +2

o1 1-2 ° y¥
arba y = —x + 3.




1.1.2 Atkarpomis tiesiné funkcija

1.1 pavyzdys. Akcijos kaina didéjo nuo sausio 7 d. (12Lt) iki
vasario 11 d. (20Lt), po to mazéjo iki vasario 28 d. (15Lt).
Sudarykime atkarpomis tiesine kainos funkcija k(t).

Sprendimas. Laika ¢t matuosime dieny skai¢iumi nuo mety
pradzios: sausio 7 d. pazymékime t; = 7, vasario 11 d.: t5 = 42
ir vasario 28 d.: t; = 59. Tada, kai ¢ € [t;,t,], turime tiesés,
einancios per taskus (7,12) ir (42,20), atkarpa. Kai t € [ty,t5] —
per taskus (42,20) ir (59, 15). Taigi pirmuoju atveju

k—12  t—7
20—12 42-7’

o antruoju —
k—20  t—42
15—20 59 —42°
Uzrasome
k(t):{ %5t+%5;0,2286t+10,40, kai 7 <t < 42,
— 2 t+ 30 ~ —0,2941¢ + 32,35, kai 42 < t < 59.

Apskaiciuokime akcijos kaing sausio 17 ir vasario 21 dienomis.
Sausio 17 yra 17-0ji mety diena. Kadangi 17 € [7,42], gauname

k(17) ~ 0,2286 - 17 + 10,40 = 14, 29[Lt]

Vasario 21 yra 31 4+ 21 = 52-0ji mety diena. Turime 52 € [42, 59]
ir
kE(52) = —0,2941 - 52 + 32,35 = 17, 06[Lt].
1.1.3 Interpoliacija
Raskime einancig per tris zinomus taskus parabole

y = az® 4 bx + c.
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Tarkime, kad zinomi taskai A, (x,y,), Ay (29,vs), As(23,ys) ir
Ty # Xy, X F X3, Ty # x3. Tada kvadratinj trinarj galima uzrasyti
taip:

(x — ) (x —x3)

Ty — xy) (2 — x3)
(z —x,) (z—x3)

Ty — 1) (2 — 23)
(x — ) (x—xp) .
z3 — 1) (23 — T)

Jis vadinamas Lagranzo interpoliaciniu daugianariu (polinomu).

y(r) =y, ( +

+y2 ( +

+y3 (

1.2 pavyzdys. Raskime parabole, einancia per taskus (7,12),
(42,20) ir (59, 15).

Sprendimas.
(t — 42)(t — 59) (t —7)(t — 59)
(7 — 42)(7 — 59) (42 — 7)(42 — 59)
(t —7)(t — 42)
(59 — 7)(59 — 42)
12(#% — 101t + 2478)  20(t* — 68t + 413)+

k(t) = 12 +20

+15

1820 595
15(t% — 49t +294)
884 B
311, 22311 16453
= £+

- t .
30940 30040 ' T 2210
Apskai¢iuokime k(17) ir k(52). Turime
k(t) ~ —0,0101 > +0,7211¢ + 7,444
ir
k(17) ~ —0,0101 - 172 4+ 0,7211 - 17 + 7,444 ~ 16, 80,
k(52) ~ —0,0101 - 522 40,7211 - 52 + 7,444 ~ 17, 76.
8



1.1 uzduotis savarankiskam darbui. Pagal tris pateiktas funkci-
jos reikSmes y; = f(xy), y5 = f(x9), y3 = f(x3) raskite atkar-
pomis tiesine funkcija y = a(z), kvadratine funkcija y = p(z),
apskaiciuokite a (z,), p (z4), a (z5), p (z5) ir iSspreskite lygtis

a(z) = Yo, p(x) = yo-

Uizduotis zy y; 9 Yo 3 Y3 x4y T35 Yo
1.1.1 1 2 5 7 100 4 3 6 4
1.1.2 1 3 5 7 10 4 3 6 4
1.1.3 1 4 5 7 10 4 3 6 4
1.1.4 1 2 5 8 10 4 3 6 4
1.1.5 1 3 5 8 10 4 3 6 4
1.1.6 1 4 5 8 10 4 3 6 4
1.1.7 1 2 5 8 10 6 3 6 4
1.1.8 1 3 5 8 10 5 3 6 4
1.1.9 1 4 5 8 10 4 3 6 4
1.1.10 1 5 5 8 10 4 3 6 4
1.1.11 1 2 5 7 11 4 3 6 5
1.1.12 1 3 5 7 11 4 3 6 5
1.1.13 1 4 5 7 11 4 3 6 5
1.1.14 1 2 5 8 11 4 3 6 5
1.1.15 1 3 5 8 11 4 3 6 5
1.1.16 1 4 5 8 11 4 3 6 5
1.1.17 1 2 5 8 11 6 3 6 5
1.1.18 1 3 5 8 11 5 3 6 5
1.1.19 1 4 5 8 11 4 3 6 5
1.1.20 1 5 5 8 11 4 3 6 5

1.2 Funkcijos ekonomikoje
1.2.1 Sanaudy padengimas

Gamybos sanaudos — bendrosios sqgnaudos (T'C' — angl. Total Cost)
— yra pastoviyjy ir kintamuyjy sanaudy suma. Pastoviosios sa-
naudos (F'C' - angl. Fized Cost) nepriklauso nuo gaminiy skai-
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¢iaus (pavyzdziui, patalpy nuoma, energijos sanaudos pastatams,
jrengimy prieziura). Kintamosios sanaudos (VC — angl. Varia-
ble Cost) priklauso nuo gaminiy skai¢iaus — medziagy sanaudos,
irengimy naudojimo, pardavimo. Pazymékime x — pagaminty ir
parduoty gaminiy skai¢iy. Sanaudy funkcija zymeésime T'C(z).
Paprasciausiu atveju TC(z) yra tiesiné funkcija:

TC(x) =VCz+ FC.
Pajamy funkcija R(x) — (angl. Revenue):
R(z) = px

Cia p — (angl. price) vieno parduoto gaminio kaina. Pelno funkcija
P — (angl. Profit) gauname taip:

P(z) =R(z) —TC(z) =px — (VCx+ FC) = (p—VC)x — FC.
Taigi gautos pajamos padengs gamybos sanaudas, jei P(z) > 0
arba pagaminty ir parduoty gaminiy skaicius

FC

l‘>p_VC.

(1.1)

1.3 pavyzdys. Vieno gaminio savikaina apskaiciuojama pagal
formule

s 15 kai z < 1000,
] 15—In(z—999), kaiz > 1000.

Pastoviosios gamybos islaidos yra 10000[Lt]. Vieno gaminio par-
davimo kaina yra 20[Lt]. Apskai¢iuokime gaminiy kiekj, kuris
pradés nesti pelna.

Sprendimas. Uzrasykime pelno funkcija, kai < 1000:

P(z) = 20z — (152 + 10000).
10



IS nelygybés P(x) > 0 pagal (1.1) formule, gauname = > 2000.
Taigi matome, kad pelno funkcijai reikia taikyti formule
P(z) =20z — ((15 — In (z — 999))z + 10000)
= (5 + In(z — 999))z — 10000.

Reikia iSspresti nelygybe P(x) > 0.
Apskai¢iuokime kelias funkcijos P(x) reiksmes:

x P(x)
1000 | —5000, 00
1010 | —2528, 13
1020 | —1794, 59
1080 | 146,01

Matome, kad lygties P(x) = 0 sprendinys x, priklauso intervalui
nuo z; = 1020 iki z, = 1080, kadangi P (x;) < 0 ir P (z,) > 0.
Isspreskime Sia lygti apytiksliai, taikydami dalijimo pusiau (di-
chotomijos) metoda'. Apskai¢iuokime funkcijos P(z) reikéme taske
(atkarpos [z, x,] vidurio taske)

xy + x5 1020 + 1080
2 2

Gauname P(1050) = —621,58. Matome, kad lygties sprendinys
priklauso intervalui (xs, x5), kadangi Sio intervalo galuose funkcija
P(z) jgyja skirtingu zenkly reiksmes. Taigi apskaic¢iuojame

x5+ x5 1050 4 1080
2 2

= 1050.

SU3:

x4 = = 1065

!Daugiau apie apytikslius sprendimo metodus 7r.:
B. Kvedaras, M. Sapagovas. Skai¢iavimo metodai. Vilnius: Mintis, 1974.
516 p.
R. Ciegis, V. Buda. Skai¢iuojamoji matematika. - Vilnius: TEV, 1997, 221 p.
ISBN 9986-546-25-7
K. Plukas. Skaitiniai metodai ir algoritmai. Kaunas: Naujasis laukas, 2000,
548 p. ISBN 9955-03-061-5
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ir P(1065) = —213,02. Konstruojame kita artinj (visos reikSmeés
x,, sudaro skai¢iy seka, kuri artéja? prie lygties sprendinio z,):
Ty + 29 1065+ 1080
2 2
Apvalinkime x5 ~ 1073 (ieskome sveikojo gaminiy skaiciaus z) ir
apskai¢iuojame P(1073) = —16, 74. Taigi
x5y +wy 1073 41080
2 2
Dabar apvalinkime z4 ~ 1076. (Svarbu neprarasti intervalo, kuria-
me pelno funkcija kei¢ia zenkla!). Kadangi P(1076) = 53,93 > 0,
matome, kad pelno funkcijos reikSmé jau yra teigiama ir reikia
imti intervala (x5, z4):
w5 +wg 107341076
2 2
Apvaliname z, ~ 1074 ir apskai¢iuojame P(1074) = 6, 98. Kadan-
gi P(1073) < 0 ir P(1074) > 0, gauname, kad =, = 1074 yra toks
minimalus gaminiy skai¢ius, kai gamyba nebus nuostolinga.

Ts = = 1072, 5.

= 1076, 5.

L

z, = 1074, 5.

1.2 uzduotis savarankiskam darbui. Zinomos pajamy ir sa-
naudy funkcijos R(z) ir TC(z). Raskite minimaly gaminiy skaiciy,
kad gamyba buty pelninga.

Uzduotis R(x) TC(x)

1.2.1 25z +In(z +1) 18z — 0.00122 + 10000
1.2.2 25.52 +In(x +1) 192 — 0.00122 + 10000
1.2.3 26z +In(x +1) 182 — 0.00122 + 12000
1.2.4 25.52 +In(x +1) 19z — 0.00122 + 12000
1.2.5 25z +In(x +1) 192 — 0.00122 + 14000
1.2.6 25x +In(x +1) 18z — 0.001z% + 10000
1.2.7 25.52 4+ In(x 4+ 1) 192 — 0.00122 + 10000
1.2.8 26x +In(x +1) 18z — 0.001z% + 12000

2Siuo atveju sakome, kad skaiciy sekos z,, riba lygi =, ir raSome:
) n S
lim =z, =z,

n—oo

12



Uzduotis R(x) TC(x)

1.2.9 25.52 +In(z +1) 192 — 0.001z% 4+ 12000
1.2.10 25z +1In(x +1) 192 — 0.001z2 + 14000
1.2.11 25z 4+ In(z 4+ 10) 182 — 0.001z% + 14000
1.2.12 25.52 + In(x 4+ 10) 192 — 0.001z2 + 14000
1.2.13 262 + In(z +10) 18z — 0.001z% 4+ 10000
1.2.14 25.57 + In(x 4+ 10) 192 — 0.001z2 + 10000
1.2.15 25z 4+ In(z +10) 192 — 0.001z% + 11000
1.2.16 252 + In(x +10) 18z — 0.00122 + 11000
1.2.17 25.52 + In(z +10) 192 — 0.00122 + 11000
1.2.18 26x + In(x +10) 18z — 0.00122 + 13000
1.2.19 25.57 + In(x 4+ 10) 192 — 0.001z2 + 13000
1.2.20 25z 4+ In(z +10) 192 — 0.001z% 4+ 13000

1.2.2 Paklausos modeliavimas

Tam tikros prekés paklausa daznai aprasoma tokio pavidalo funkci-
jomis:

=4 kaix > a
_ x—b" )
y(w) = { 0, kai x < a. (1.2)

Cia x — pirkéjo pajamos per laiko vieneta (pavyzdziui, per ménesj),
y(x) — perkamy per ta patj laikotarpj nagrinéjamos prekés vienety
skaicius. Parametras k£ nurodo, kiek jsigyja Sios prekés vienety
vartotojai, turintys neribotas pajamas (rasome: x — +00). Gali-
ma keisti parametro k dimensija. Pavyzdziui, tai gali buti Simtas
arba tukstantis vienety. Funkcijos parametrai a ir b yra skirtingi
skirtingoms prekéms ir nurodo konkrecios prekés paklausos speci-
fika. Pastebékime, kad @ > b ir a > 0.

1.4 pavyzdys. Tarkime, kad maksimali paklausa (k = 1000 vnt.)
ir Zinoma, kad namy ukiai, turintys pajamas 3000[L¢], vidutiniskai
isigyja 150 prekés vienety, o turintys pajamas 4000[Lt] — 200 vnt.
Raskime (1.2) funkcijos parametrus a, b ir apskaic¢iuokime namuy
ukiy, turin¢iy 5000[Lt] pajamas, Sios prekés paklausa.

13



Sprendimas. Turime dvi zinomas (1.2) funkcijos reiksmes ir
parametra k = 1000:

3000 — a 4000 — a

3000) = 1000 % — 150, »(4000) = 1000 ——— 2 = 200.
y(3000) 3000 — b » ¥(4000) 4000 — b

Sprendziame lygciy sistema

3000—a __
3000—-b 0,15,

4000 — a = 0,20 (4000 — b).

N { 3000 — a = 0,15 (3000 — b),

4000—a __
4000—-b 0,20

Atimame i$ antrosios lygties pirmaja:
4000 — a — (3000 — a) = 0,20 (4000 — b) — 0, 15(3000 — b).

Gauname
1000 = 650 — 0, 05b.
Iseina, kad b = —13000 ir is pirmosios (ta patj gausime ir i$ antro-
sios) lygties gauname
—a = 0,15 (3000 — (—13000)) — 3000 = —600 = a = 600.
Taigi gavome prekés paklausos (1.2) pavidalo funkcija

1000-2=590_ " kai z > a,

_ Z+13000°
y(x) { 0

kai z < a.

Apskaic¢iuokime

5000 — 600

5000) = 1000 —— " _
y(5000) 5000 + 13000

~ 244[vnt.]

14



1.3 uzduotis savarankiSkam darbui. Raskite (1.2) pavidalo
paklausos funkcijos parametrus a ir b, jei zinomos dvi Sios funkcijos
reikSmes f (x;), f (x4) ir maksimalios paklausos reiksmé (parame-
tras k). Apskai¢iuokite paklausa, esant nurodytoms pajamoms

f(z0).

Uzduotis  k f(zy) f(zy) Zg
1.3.1 300 f(1010) =100 f(1050) =200 1090
1.3.2 280 f(1010) =100 f(1050) =200 1090
1.3.3 250 f(1010) =100 f(1050) =200 1090
1.34 300 f(1010) =90  f(1050) =200 1090
1.3.5 280 f(1010) =90  f(1050) =200 1090
1.3.6 250 f(1010) =90  f(1050) =200 1090
1.3.7 300 f(1000) =100 f(1050) =200 1090
1.3.8 280 f(1000) =100 f(1050) =200 1090
1.3.9 250 f(1000) =100 f(1050) =200 1090

1.3.10 300  f(1000) =90  f(1050) =200 1090
1.3.11 280  f(1000) =90  f(1050) =200 1090
1.3.12 250  f(1000) =90  f(1100) =200 1050 f
1.3.13 300 f(1010) =100 f(1100) =200 1050
f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

f(1100)

1.3.14 280 f(1010) = 100 1100) = 200 1050
1.3.15 250 f(1010) = 100 1100) = 200 1050
1.3.16 300 f(1010) =90 1100) =200 1050
1.3.17 280  f(1010) =90 1100) = 200 1050
1.3.18 250  f(1010) =90 1100) =200 1050
1.3.19 300 f(1000) = 100 1100) = 200 1050
1.3.20 280 f(1000) = 100 1100) =200 1050
1.3.21 250 f(1000) = 100 1100) = 200 1050
1.3.22 300  £(1000) =90 1100) =200 1050
1.3.23 280  f(1000) =90 1100) = 200 1050
1.3.24 250  £(1000) =90 1100) = 200 1050
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2 Finansiniy skaiciavimy pradmenys

Literatura: [Val06]; [Kat01].

2.1 Paprastosios palukanos
2.1.1 Procentai ir promilés

Procentu vadinama Simtoji skaic¢iaus dalis. Zymime %.

1
1% = 55 = 0,01

Taigi galime uzrasyti bendrg procenty pertvarkymo formule:

_ b
P% = 1007

Galima atlikti ir atvirkstinj veiksma, t. y. pereiti nuo trup-
meninés reikSmeés prie procenty. Tam reikia trupmenos reikSme
padauginti i$ 100%.

0,5=0,5-100% = 50%,

1,5=1,5-100% = 150%,

0,03 =0,03-100% = 3%.

Desimtainés trupmenos reiskimo procentais bendroji formulé:
b=a-100%.
Promilé — tukstantoji skaic¢iaus dalis. Promilés Zymimos 9/no

0,001 = 19,
0,025 = 2500.

2.1 pavyzdys. | vanden] jlasinus acto rugsties gauta pusé litro
5000 tirpalo. Raskime kiek mililitry (1 [ = 1000 ml) vandens ir
kiek mililitry acto rugsties yra tirpale?
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tir-

5
Sprendimas. Acto rugsties tirpale — 500, o tai atitinka 1000

palo kiekio:

5
2 .500 =2 0).
“oog 500 =2.5 (mi)

Vandens tirpale yra 500 — 2,5 = 497,5 (ml).

Atsakymas. Tirpale yra 497,5 ml vandens ir 2,5 ml acto rugsties.

2.1.2 Pagrindiniai procenty uzdaviniy tipai

1 tipas. Skaiciaus a dalies, sudarancios p procenty, radimas
Norint suzinoti p% skaiciaus a, reikia rasti sio skaiciaus 1% ir
rezultatg padauginti is p, t. y.

a

100 P

2.2 pavyzdys. 15% skaic¢iaus 120 yra:

120 15=18
s=—-15=18.
100
2.3 pavyzdys. Preké kainavo 110Lt. Kiek lity padidés prekés
kaina, ja padidinus 10%?
Prekés kaina padidés

110-0,1 =11 (Lt).

2 tipas. Skaiciaus a radimas, Zinant jo b dalies procenty
reiksme
Norint suzinoti skaiciy a, kuris sudaro p procenty skaiciaus b,
reikia rasti ieSkomo skaic¢iaus 1% ir rezultata padauginti i 100,
t.y.
a= 9 - 100.
p
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2.4 pavyzdys. Prekés kaina sumazinta 20% ir dabar ji kainuoja
50 Lt. Kokia buvo pradiné prekeés kaina?

50

— - 100 = 62,5 (Lt).

3 tipas. a ir b skaiciy procentinio santykio radimas

Norint suzinoti, kiek procenty skaic¢iaus b sudaro skaicius a,

reikia sudaryti ty skaiciy santykj ir padauginti jj is 100%.
2.5 pavyzdys. Koks yra skaic¢iaus 40 ir skai¢iaus 160 procentinis
santykis?
Siy skai¢iy procentinis santykis lygus
40
— - 100% = 25%.
160 % %

2.1 uzduotis savarankiskam darbui.
2.1.1 Turime 30 Lt. Kokia jy dalj sudaro 10%?

2.1.2 Preké kainavo 120 Lt. Kiek lity padidés prekeés kaina, kai ja
padidins 15%7?

2.1.3 Baltijos juros vandenyje yra 6%y drusku. Kiek drusky yra
kibire (10 kg) juros vandens?

2.1.4 Studentas turéejo 80 Lt. Jis iSleido 35% turéty pinigy. Kiek
lity isleido studentas?

2.1.5 Dziovinant obuolius jie netenka 83% masés. Kiek reikia
Svieziy obuoliy, kad gautume a kg dziovinty?

Uzduotis a Uzduotis  a Uzduotis a
2.1.5.1 10 2.1.5.8 17 2.15.15 24
2152 11 | 2159 18 | V20 L
2153 12 | 21510 19 | 70 2
2154 13 | 21511 20 | /0
2155 14 | 21512 21 | D00 oo
2.1.5.6 15 2.1.5.13 22 2:1:5:20 30
2157 16 | 2.1.514 23
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2.1.6 Turistai keliavo 3 dienas. Pirmaja diena jie nuéjo A% vi-
so marsruto ilgio, antraja diena — B% likusio marsruto, o
treciaja dieng — likusius S kilometrus.

1. Kiek procenty viso marsruto nukeliavo turistai treciaja
diena?

2. Raskite viso marsruto ilgj.

3. Kiek kilometry nukeliavo turistai pirmaja ir antraja die-
na kartu?

Uzduotis S A B Uzduotis S A B
2.1.6.1. 200 25 20 2.1.6.11. 700 25 20
2.1.6.2. 250 30 25 2.1.6.12. 750 30 25
2.1.6.3. 300 35 30 2.1.6.13. 800 35 30
2.1.6.4. 350 40 35 2.1.6.14. 850 40 35
2.1.6.5. 400 25 40 2.1.6.15. 900 25 20
2.1.6.6. 450 30 20 2.1.6.16. 950 30 25
2.1.6.7. 500 35 25 2.1.6.17. 1000 35 30
2.1.6.8. 550 40 30 2.1.6.18. 1050 40 20
2.1.6.9. 600 25 35 2.1.6.19. 1100 45 25
2.1.6.10. 650 30 40 2.1.6.20. 1150 25 30

2.1.3 Paprastosios palukanos

Po pinigy pasiskolinimo, praéjus tam tikram laikui, skolininkas
turi grazinti paskolintg suma ir mokestj uz pinigy naudojima. Sis
mokestis vadinamas palukanomis.

Investuota pinigy suma vadinama pradine verte.

Uzdirbty paliukany per laiko vieneta santykis su pradine verte
vadinama palukany norma.

Zymenys:

P — pradiné (dabartine) verte;

I — paprastosios paliikanos;

S — sukaupta (galutiné) verté;
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p — palukanos, isreikStos procentais;

r — metiné palukany norma;

t — laikas metais.

Kai palukanos sumokétos uz vienerius metus, t. y. ¢t = 1,
metiné paliikany norma skaid¢iuojama taip:

.o D
100

ir
I
r=—.
P

Bendruoju atveju (¢ # 1) metiné palukany norma skai¢iuojama
taip:
I
r=—:.
t-
Paprastosios palukanos:

I=P-r-t.
Sukaupta (galutiné) verteé:
S=P+I=P+P-r-t=P(l+r-t),

¢ia (1 + r - t) — kaupiamasis daugiklis.

Pateiktas skaiciavimas vadinamas kaupimu su paprastosiomis
palukanomis. Pagal $ia formule galima rasti ir pradine (dabartine)
verte. IS formulés S = P(1 + r - t) iSreiskime P:

S

-2 91 1)L
TS0ty

Toks skaiciavimas vadinamas diskontavimu su paprastosiomis pa-
lukanomis.
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2.1.4 Laiko apskai¢iavimas. Trukmé tarp mokéjimo daty

Laikas visose formulése yra iSreikstas metais, bet uzdaviniuose jis
gali buti iSreikstas dienomis arba ménesiais. Jei laikas iSreikstas
meénesiais, ji perskai¢iuojame taip:

= ménesiy skaicius/12.

Jei laikas iSreiktas dienomis, paprastosios palukanos gali buti tik-
sliosios, kai:

t = dieny skaicius/365
arba jprastosios, kai:
t = dieny skaicius/360.

2.6 pavyzdys. [ saskaitg padéta 1200 Lt su 5% paprastyjy palukany.
Kokia susikaups pinigy suma po 18 ménesiy?

Sprendimas. Turime P = 1200, p = 5%. Paversime metine
palikany norma, iSreiksta procentais, i desimtaine trupmena;:

5

= — =0,05.
100 ’

r

Kadangi laikas uzdavinyje isreikstas ménesiais, paversime jj metais:

18

t:*:
12

1,5.
Taikome formule ir apskaiciuojame susikaupusia pinigy suma:

S =P(1+7-t)=1200(1 40,05 1,5) = 1290 (Lt).

Atsakymas. 1290 Lt.
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2.7 pavyzdys. Su kokia paprastyjy palukany norma 2200 Lt
sukaups 90 Lt palukany per 190 dieny, kai palukanos yra

a) iprastosios;
b) tiksliosios?

Sprendimas. P = 2200, I = 90

190
a) t=—,
360 90
r= 7190 = O, 078
2200 - —
360
arba 8%;
190
b) t = —
) 365’ 90
T = 7190 = 0, 079
2900 - ——
00 365
arba 8%.

Atsakymas. a) 8%; b) 8%.
2.8 pavyzdys. Jonas grazino 850 Lt paskolinty pinigu po 80 die-
ny. Kiek pinigy jis buvo pasiskolings, jei sumokéjo 8% paprastyju
palukany?

80
Sprendimas. S = 850, r = 0,08, t = 360" Pasinaudoje formule

S
P= =9(1 )7t
147t (14r-1)
gauname
850
P=———gy = 83515 (L)
140,08 —
+0 360

Atsakymas. 835,15 Lt.
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Kartais uzdaviniuose vietoje dieny skai¢iaus nurodomos dvi
datos ir reikia nustatyti pra¢jusiy dieny skaic¢iy. Tai galima padary-

ti dviem budais:

1. tikslus laikas — skai¢iuojamos visos kalendorinés dienos,
iSskyrus pirmaja.

2. apytikslis laikas — skaiciuojamas, kai priimama, kad visi
meénesiai turi 30 dieny.

Paprastyjy palukany skaic¢iavimo tarp dviejy daty metodai:

1. tikslus laikas ir jprastosios palukanos (,,Bankininko taisyklé*
yra naudojama JAV);

2. tikslus laikas ir tiksliosios palukanos (naudojama Kanadoje);

3. apytikslis laikas ir jprastosios palukanos;

4. apytikslis laikas ir tiksliosios palukanos.

2.9 pavyzdys. ApskaicCiuokite laika nuo ty paciy mety balandzio
20 d. iki lapkricio 4 d.: a) tiksly; b) apytikslj.

Sprendimas. a) balandzio 20 d. — 110-ta mety diena, o lapkricio 4
d. — 308-ta mety diena. Tikslus dieny skaicius apskaic¢iuojamas:

308 — 110 = 198 (d.)

b)
Data Ménuo | Diena
lapkricio 4 10 34
balandzio 20 4 20
Skirtumas 6 14

Apytikslis laikas skai¢iuojamas:

630+ 14 = 194 (d.)

Atsakymas. 198 ir 194 dienos.
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2.2 uzduotis savarankiskam darbui.

2.2.1 Uz indélj banke mokamos palukanos, kuriy metiné palukany
norma — 7. Kokia suma bus po ¢t ménesiy, jei pradzioje jnesta

P Lt?

Uid. PlLYy t Usid. PlLY t

2211 2000 2 0,01 22111 2000 10 0,09
2212 2500 3 0,07 22112 2500 9 0,10
2.21.3 3000 3 0,09 2.2.1.13 3000 8 0,07
2214 3500 4 0,10 22.1.14 3500 7 0,09
2215 4000 5 0,09 2.2.1.15 4000 6 0,07
2.21.6 4500 6 0,09 2.2.1.16 4500 5 0,08
2.21.7 5000 7 0,07 2.2.1.17 5000 4 0,10
2.21.8 5500 8 0,08 2.2.1.18 5500 3 0,07
2.21.9 6000 9 0,08 2.2.1.19 6000 3 0,07
2.21.10 6500 10 0,09 2.2.1.20 6500 2 0,07

2.2.2 Kiek procenty paprastyjy metiniy palikany reikia pareikalau-
ti, kad paskoling P (Lt) ¢ ménesiams gautume B (Lt) palu-

kany?

Uid. P[Lt] t B Uzd. P[Lt] t B

2.2.2.1 2000 2,5 200 2.2.2.11 2000 10 200
2.2.2.2 5000 3 255 2.2.2.12 5000 9 255
2223 3000 3,5 300 2.2.2.13 3000 8 300
2.2.2.4 3500 4 350 2.2.2.14 3500 7 350
2.2.2.5 4000 5 400 2.2.2.15 4000 6 400
2.2.2.6 4500 6 200 2.2.2.16 4500 5 200
2.2.2.7 5000 7 250 2.2.2.17 5000 4 250
2.2.2.8 5500 8 300 2.2.2.18 5500 3,5 300
2229 6000 9 350 2.2.219 6000 3 350
2.2.2.10 6500 10 400 2.2.2.20 6500 2 400

2.1.5 Diskontavimas

Kartais mokestis uz paskola skai¢iuojamas nuo galutinés sumos.
Bankas, pries iSduodamas paskola, apskaic¢iuoja mokestj (banko
diskonta D) ir atima ji nuo galutinés sumos S, o likusia suma
atiduoda skolininkui P.

Skirtumas D = S — P vadinamas paprastuoju diskontu nuo S
su palukany norma r.
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Diskontavimo norma d per metus yra lygi santykiui D su galu-
tine verte S, kurios atzvilgiu skai¢iuojamas diskontas:

D
d—g.

Banko diskontas per t mety su diskontavimo norma d skaiéiuoja-

mas pagal formule:
D=S5-d-t,

o diskontuota verté P nuo S skai¢iuojama taip:
P=S-D=S-8-d-t=S(1-d-t).
Banko diskontas kartais vadinamas iSankstinémis palukanomis.
Uzrasykime dar vieng formule:
R
S 1-d-t

2.10 pavyzdys. Po 6 ménesiy | banka reikés grazinti 1200 Lt
su 15% paprastyjy palukany. Apskaic¢iuokite, kiek pinigy paémé
skolininkas i$ banko ir kam lygus tikrasis diskontas?

S

6
Sprendimas. S = 1200, r = 0,15, t = 3= 0,5. Pagal formule

s 1200
14r-t 140,15-0,5

= 1116, 28

apskaic¢iavome, kiek pinigy paémé skolininkas i§ banko. Tikrasis
diskontas:

D=S5—-P=1200—1116,28 = 83,72 (Lt).
Atsakymas. 83,72 Lt.

2.11 pavyzdys. Bankas nustaté trumpalaikéms paskoloms 10%
banko diskonta. Skolininkas nori paimti i$ banko 2000 Lt, kuriuos
jis grazins su palukanomis po 9 mén. Apskaic¢iuokite, kokio dydzio
paskolos jis turi prasyti, ir kiek palukany bus sumokéta uz ja?
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9
Sprendimas. P = 2000, d =0,101ir t = 3 Pasinaudoje formule

P
S=—
1—d-t’
apskaic¢iuosime paskolos dydj:
2000
S=———"7"76J9/"+ =2162,16 (Lt).
1-0,10- —
’ 12

Palukanos uz paskola:
2162,16 — 2000 = 162,16 (Lt).
Atsakymas. 2162,16 Lt; 162,16 Lt.

2.3 uzduotis savarankiskam darbui.

2.3.1 Bankas nustaté trumpalaikéms paskoloms p% banko diskon-
ta. ApskaicCiuokite, kiek skolininkas gaus pinigy iS banko,
jeigu jis praso is banko S [Lt] nuo kovo t; iki rugséjo to d.

Uid S p t1 tz Uzd. S P tl tz
2.3.1.1 2000 5 2 10 2.3.1.11 2000 14 2 10
2.3.1.2 2500 6 2 11 2.3.1.12 2500 13 2 11
2.3.1.3 3000 7 3 13 2.3.1.13 3000 12 3 13
2.3.14 3500 8 3 14 23.1.14 3500 11 3 14
2.3.1.5 4000 9 4 15 2.3.1.15 4000 10 4 15
2.3.1.6 4500 10 5 20 2.3.1.16 4500 9 5 20
2.3.1.7 5000 11 6 23 2.3.1.17 5000 8 6 23
2.3.1.8 5500 12 7 25 2.3.1.18 5500 7 7 25
2.3.1.9 6000 13 8 26 2.3.1.19 6000 6 8 26
2.3.1.10 6500 14 9 29 2.3.1.20 6500 5 9 29

2.2 Sudétinés palukanos

Sudétinés palukanos — palukanos apskaiciuojamos kiekvieno pa-
lukany periodo pabaigoje nuo vertés, buvusios palikany periodo
pradzioje.
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Pradinés vertés ir susikaupusiy palukany suma vadinama galu-
tine suma arba sukaupta verte.

Palukany periodas, t. y. laikas tarp 2-jy nuosekliy palukany
skaic¢iavimo momenty, vadinamas konversijos periodu.

Palukany konvertavimo skaicius per metus vadinamas konver-
sijos dazZnumu.

Palukany norma per metus vadinama nominalia palukany nor-
ma.

Zymenys:

P — pradiné (dabartine) verte;

S — sukaupta (galutine) verte;

n — bendras palukany skai¢iavimo (konvertavimo) periody skai-
c¢ius;

m — palikany periody skaic¢ius per metus;

Jm — nominali (metiné¢) palukany norma, skai¢iuojama m kartuy
per metus;

1 — palukany norma per palukany skai¢iavimo perioda;

t — laikas metais.

Palukany norma per perioda ¢ yra lygi:

. Jm
1= —.
m

Sudétiniy palukany skaic¢iavimo formulé:
,j m-t
S:P(1+i)”:P(1—|—m) .
m

2.12 pavyzdys. Apskaiciuokite sudétines palukanas nuo 1200 Lt
per 2 metus, su 6% nominalia palukany norma, skaiciuojamas
kiekvieng ketvirtj, t. y. j4s = 6%.

06

Sprendimas. P = 1200, i = 0’1 =0,005; n = 2-4 = 8. Pasinau-
doje formule S = P(1 + i)™, gauname galutine verte:
S = P(1+ )" = 1200(1 + 0,005) = 1248, 85 (Lt)
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Sudétinés palukanos: S — P = 48,85 (Lt).
Atsakymas. 48,85 Lt.

Dvi nominalios palukany normos su skirtingais konversijos pe-
riodais yra ekvivalencios, jeigu po vieneriy mety sukaupia vienodos
vertés normas.

Efektyvioji palukany norma j lygi:

P-j=P((1+i)"—1)

arba

2.13 pavyzdys. Jonas investavo 2 metams j obligacijas tam tikra
pinigy sumag. Pirmaisiais metais mokama ji1o = 6% palukany,
antraisiais — j4 = 16%. Raskite efektyviaja palukany norma j,
kad po 2 mety susikaupty tiek pat palukany.

Sprendimas. Nuo 1 Lt per 2 metus su efektyviaja palukany nor-
ma susikaups (14 7)2 Lt. Nuo 1 Lt su nurodytomis paliikany

12 4
normomis susikaups: (1 + 0136) ) (1 + 074%6) Lt.

Tada
0,06\ 12 0,16\*
1 . 2: 1 9 . 1 ?
(1+7) <+12) <+ 4)’
(1+7)% =1,242014,
j =0,114457 ~ 11, 45%.

Atsakymas. 11,45%.

Verslo sutartyse daznai reikia zinoti, kokia dabartiné suma P
po n periody su 4 palukany norma per perioda sukaups verte S:
P=S(1+q)™".
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P — diskonto S verté arba dabartiné S verteé,

P radimas zinant D vadinamas diskontavimu,

S — P — vadinamas sudétiniu diskontu su duota paltikany nor-
ma,

(1 4+4)~™ — diskontavimo daugiklis per n periody.

2.14 pavyzdys. Kiek pinigy reikia jdéti i taupomaja saskaita,
kad po 6 mety susikaupty 9800 Lt, jei mokama 15% sudétiniy
palukany, skai¢iuojamy pusmeciais?

0,15
Sprendimas. S = 9800, i = ’2 ,n=06-2=12.

0,15

—12
P=S(1+17)""=9800 (1 + ) = 4114,57 (Lt).

Atsakymas. 4114,57 Lt.

2.4 uzduotis savarankiskam darbui.

2.4.1 Lietuvos valstybinis komercinis bankas 1994 m. mokéjo 25 %
metiniy palukany. Kiek bty gauta palikany, jei ¢ ménesi-
ams buty investuota P Lt?

Uzduotis P t Uzduotis P t
2.4.1.1 2000 2,5 2.4.1.11 2000 10
2.4.1.2 2500 3 2.4.1.12 2500 9
2.4.1.3 3000 3,5 2.4.1.13 3000 8
2.4.1.4 3500 4 2.4.1.14 3500 7
2.4.1.5 4000 5 2.4.1.15 4000 6
2.4.1.6 4500 6 2.4.1.16 4500 b5
2.4.1.7 5000 7 2.4.1.17 5000 4
2.4.1.8 5500 8 2.4.1.18 5500 3
2.4.1.9 6000 9 2.4.1.19 6000 2,5
2.4.1.10 6500 10 2.4.1.20 6500 2

2.4.2 Kiek turi mokéti palukany verslininkas, jei paskolinta 3000 Lt
5 ménesiams su 40% paprastyjy metiniy palukany?
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2.4.3 | banka, kuriame paltikanos priskaic¢iuojamos kas ¢ ménesiai,
indélininkas padéjo 2000 Lt. Per metus indélis isaugo iki
2250 Lt. Kokia banko metiné palukany norma?

Uzduotis ¢ Uzduotis ¢ . .
9431 2,5 | 2438 8 gzd;igs g
2432 3 2439 9 siale -
2433 3,5 | 24310 10 | U0 )
2434 4 2431110 | 00 4
2435 5 24312 9 S4310
2436 6 24313 8 4390 o
2437 7 24314 7 e

2.4.4 ] banka, kuriame palukanos priskaic¢iuojamos kas 2 ménesiai,
padéta 1250 Lt. Per 2 metus indélis iSaugo iki 1408, 53 Lt.
Kokia banko metiné palukany norma?

2.4.5 Verslininkas ¢; metams paémé i banko kredita. Pagal su-
tartj numatyta, kad uz kredita reikia mokeéti paprastasias
palukanas, o metiné palukany norma lygi p %. Apskaiciuo-
kite kredito diduma zinodami, kad po 21 mén. verslininkas
atsiskaité su banku sumokéjes visa skola — 44500 Lt.

Uzduotis t; p Uzduotis t1 p
2.4.5.1 2 22 2.4.5.11 12 42
2.4.5.2 3 24 2.4.5.12 13 44
2.4.5.3 4 26 2.4.5.13 14 46
2.4.5.4 5 28 2.4.5.14 15 48
2.4.5.5 6 30 2.4.5.15 16 50
2.4.5.6 7T 32 2.4.5.16 17 52
2.4.5.7 8 34 2.4.5.17 18 54
2.4.5.8 9 36 2.4.5.18 19 56
2.4.5.9 10 38 2.4.5.19 20 58
2.4.5.10 11 40 2.4.5.20 21 60
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2.4.6 Kokia dabartiné verté P Lt laukiama po t mety, jei metiné
sudétiniy palukany norma lygi: a) 10%; b) 15%; ¢) 25%7?

Uzduotis P t Uzduotis P t
2.4.6.1 200000 2,5 2.4.6.11 200000 10
2.4.6.2 250000 3 2.4.6.12 250000 9
2.4.6.3 300000 3,5 2.4.6.13 300000 8
2.4.6.4 350000 4 2.4.6.14 350000 7
2.4.6.5 400000 5 2.4.6.15 400000 6
2.4.6.6 450000 6 2.4.6.16 450000 5
2.4.6.7 500000 7 2.4.6.17 500000 4
2.4.6.8 550000 8 2.4.6.18 550000 3
2.4.6.9 600000 9 2.4.6.19 600000 2,5
2.4.6.10 650000 10 2.4.6.20 650000 2

2.4.7 Uz kiek gali buti perkamas dabar vertybinis popierius, jei jo
iSpirkimo verté po t mety yra P Lt, kai metiné palukany nor-
ma yra B%?

Uzduotis P t B Uzduotis P t B
2.4.7.1 200000 2,5 20 2.4.7.11 200000 10 20
2.4.7.2 250000 3 25 2.4.7.12 250000 9 25
2.4.7.3 300000 3,5 30 2.4.7.13 300000 8 30
2.4.74 350000 4 35 2.4.7.14 350000 7 35
2.4.7.5 400000 5 40 2.4.7.15 400000 6 40
2.4.7.6 450000 6 20 2.4.7.16 450000 5 20
2.4.7.7 500000 7 25 2.4.7.17 500000 4 25
2.4.7.8 550000 8 30 2.4.7.18 550000 3 30
2.4.7.9 600000 9 35 2.4.7.19 600000 2,5 35
2.4.7.10 650000 10 40 2.4.7.20 600000 2 40

3 Riba ir tolydumas

Literatura: [Rum76] XIV skyrius, 222 — 253 psl.; [Stu08] 115 —
119 psl.; [Mis99] 117 — 136 psl.; [Bud08] 53 — 117 psl.

Teoriniai klausimai: Ribos savoka. Neapréztai didéjancios ir nyk-
stamosios funkcijos. Riby skai¢iavimo taisyklés. Funkcijos tolydumas.
Trukio taskai.
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3.1 Funkcijos riba
3.1.1 Apibrézimai

Skaic¢ius L vadinamas funkcijos f(x) riba, kai x artéja prie a
(rasoma = — a), jei kiekvienam skai¢iui ¢ > 0 galima nurodyti
tokj skai¢iy § > 0, kad visiems z: |z — a|] < 0 galioja nelygybeé
0 < |f(z) — L] < e. RaSome %%f(x) = L.

Skaicius L vadinamas funkcijos f(x) riba, kai x tolsta j begaly-
be (z — o0), jei kiekvienam skai¢iui € > 0, galima nurodyti tokj
skaiciy A, kad visiems |z| > A galioja nelygybé |f(x) — L] < e.
Rasome mlg)go f(x) = L. Kai z neapréztai didéja, zymime x —
+o00, kai  neapréztai mazéja, Zymime r — —oo.

Keletas pavyzdziy, kai riba:

1. lygi baigtiniam skaiciui;
2. lygi 400 arba —oo;

3. neegzistuoja.
3.1 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ribg
33 —bx+1
lim ————.
a—00 4 — g2 — 223

Sprendimas.

33 —bBr+1 (oo)
lim = =

z>00 4 — g2 — 23

3
Atsakymas. —5
3.2 pavyzdys. Apskaiciuokime ribg

! 4 — gt

im —.

=00 2 + 1 + 32
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Sprendimas.

. 4 — gt 00 . -1
lim — = — ) = lim =(— ] =—o0.
z—00 2 + x + 322 00 z=o0 (2 1 3 0
x PR JR— PR
xd a3 22

Atsakymas. —oo.

3.1.2 Reiskiniy pertvarkiai
3.3 pavyzdys. Apskaiciuokime ribg

) a—
lim —————.
z—00 22 + 2 — 1

Sprendimas. Kadangi x — oo, tai skaitiklis ir vardiklis tolsta }
begalybe, t. y. turime nepibréztuma (oo) Skaitiklj ir vardiklj
00

dalijame i§ z*, kai k — didZiausias laipsnio rodiklis. Siame uz-

davinyje k = 2, todél reikia dalinti i§ z2.

2_

. z? -2 00 .= . 1-%
lim S5 1=\ =]= lim —-7- = lim 2 1
z—oo p2 + 2x — 1 00 g—oo 2242l z—oco ] 42—

X X
. 1-0 1
im ——=-=
o0 14+0-0 1

1.

Cia taikome formule S (a #0).
00
Atsakymas. 1.

3.4 pavyzdys. Apskaic¢iuokime riba




Sprendimas. Kadangi * — 1, tai skaitiklis artéja j 0 ir vardiklis
artéja i 0, t. y. turime nepibréztuma (0 . Skaitikliui pertvarkyti

taikome formule a? — b?> = (a — b)(a + b). Vardiklyje = iskeliame
pries skliaustus.

Atsakymas. 2.
3.5 pavyzdys. Apskaic¢iuokime riba

o Vr+1-2
lim ————.

z—1 r—1

Sprendimas. Pertvarkome reiskiniy ir taikome formule:
(a—b)(a+b) =a®— b2
Ieskoma riba lygi

o (VAF T -2t 1+2)
e=l (z—-1)(Vz+1+2)

= lim z+1-4 = lim v -3
sl (z—1D)(Vr—1+2) 2=l (z—1) (Vo —1+2)

(irasome nelygias nuliui daugikliy ribu reikSmes)

9
2 — i ~ too.
2 1 el g

Pastaba. Vienpusés ribos

. 1 . 1
lim = 400, lim = —00.
z—14+0x — 1 z—1-0x — 1

Atsakymas. too.
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3.6 pavyzdys. Apskaiciuokime ribg

lim Va2 4z —x.

r—00

Sprendimas.

lim \/m—l‘:(oo—oo): lim (Va2 +z —2)(Va? + z + )

T—00 T—00 ‘/x2+l’+$
. x2 +x — x2 X x
=lim —— = lim ——
o0\t p . TNl 4 4
= [skaitikl]j ir vardiklj dalijame i$ z]

2 1 1

Atsakymas. %
3.1 uzduotis savarankiskam darbui.
Uzd. Riba Uzd. Riba
311 lim £=32 3111 lim £=3a2
3.1.2 E‘Zmﬁﬁ 3.1.12 :Enzhﬁij;“
3.1.3  lim (e _Qido) 3.0.13  lim (el (s
814 lim i 3114 lim 3z%4bedl
3.1.5 :@Zﬁ 3.1.15 :@Z%
3.1.6 111_{20% 3.1.16 zlixgo%
3.1.7 zlirgo% 3.1.17 Ilirg@%
3.1.8 LETOO:@g? 3.1.18 LET(X)@
319 lim Mrlly 2ol 3119 lim VaEloia/atl
3.1.10 IETOO (V3z+5—+Bz—7) 3.1.20 IETOO (Vz+3 - vz —2)
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3.1.3 Pirmoji pagrindiné riba

. sinx
lim

z—0 X

=1

3.7 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ribg

. sin3x
lim — .
z—0 sin bx
Sprendimas.
. sin 3z lim sin y
sin 3z 0 , ( 3 ) St S0 v 3 103
im — = = lim —— = — = = ==,
z—0 sin 5z 0 e—0 (sinbSz) g, lim #2251 5
bz z—0 #
Atsakymas.
3.8 pavyzdys. Apskaiciuokite ribg
sin 6z
im —.
z—0 cosx - tg 3w
Sprendimas.
sin 6x 0 . sinbx cos3zx
im — = (=) = lim — .
z—0 cosx - tg 3z 0 z—0sin3x coszx
sin 6z 6
. T br . cos3x . b6z
= lim .6"‘5 - lim =lim —-1=2.
x—0 % - 3x z=—0 cosx x—0 31
Atsakymas.
3.2 uzduotis savarankiskam darbui.
Uzduotis  Riba Uzduotis  Riba
321  lim 32 -5e 3211  lim 325z
z—0 X z—0 ~
322  lim 2zsine 32,12 lim zsinz
x—0 x—0
3.2.3 lim 1-cosdz 3.213  lim lcosiz
x—0 x—0
3.2.4 lim - — cos x) 3.2.14 lim - — 2cos x)
z—0 \SIN T z—0 \SIN T
3.2.5 lim 1=cosde 3.215  lim i=eess
r—0 ZTtg2z 2—0 T tg2x
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Uzduotis Riba Uzduotis  Riba

3.2.6 lim SoTZ—sinZz 3216  lim Sm2i—sm2w

x—0 z—0
. 2_ . 2_

3.2.7 lim %2—15z 3.2.17  lim 8z=52
x—0 2—0

3.2.8 lim cos2t—cost 3.2.18  lim osz—cosZs
z—0 rz—0

3.2.9 lim —i=cos2z 3.2.19 lim —Ll=cos2z

- 20 oS Tx—cos 3z e () COST—COs 2w

3210  lim &n@?-tea)® 3990 [y Gn2)’-(gx)?

z—0 zt 2—0 x3

3.1.4 Antroji pagrindiné riba

lim (l—i—x)% =e

x—0

3.9 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ribg
lim (1 4 22)%.
z—0
Sprendimas.
1

lim (14 2x)* = lim (1 + 2z)22 = €2,

z—0 z—0

1
x

Atsakymas.
3.10 pavyzdys. Apskaiciuokime riba

lim (1 + 51)%.

x—0

Sprendimas.

‘ =

7% =€

a

lim (1 + 52)% = lim (1 + 52)

z—0 z—0
Atsakymas.
3.11 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ribg

: (x_l)m
lim .
z—oo \x + 1
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Sprendimas.

1\ _1 @
lim (x ) = lim [1+ (x —1)}
wooo \z 4 1 a0 T+ 1

x+1 -
-9 = z+1 lim =2z
= lim 1+ ’ = ezggo ot — o2,
T—00 z+1

Atsakymas. e

-2

3.3 uzduotis savarankiskam darbui.

Uzduotis  Riba Uzduotis  Riba
3.3.1 lim (2£2)° 3.3.11 lim (Zede)™T
3.3.2 lim (1-2)"  3.3.12 lim (1—22)°
3.3.3 lim (1+2)" 3313 lim (6+ 82)°
3.3.4 lim (-2;)° 3.3.14 lim (522)°
e i\at2 o o+2
3.3.5 lim (2:3) 3.3.15 lim (5:53)
3.3.6 lim (1+2)"  3.3.16 lim (1+ 42)"
3.3.7 lim (342)° 3.3.17 lim (22t2)”
3.3.8 im (14+4)"° 3318  lim (14 2)"°
3.3.9 im (1+2)° 3319  lim (14 8)"
3.3.10 lim (2£4)"7° 3.3.20 lim (ghe5)""

3.1.5 Vienpusés ribos

Kai nagrinéjama funkcijos f(z) riba taske a (Zymime lim f(z)),
kintamasis x jgyja reikSmes ir iS kairés, ir iS desinés nuo tasko
a. Jeigu ieskant ribos, kai x — a, apsiribojama x reikSmémis,
kurios yra tik j kaire (arba tik j desing) nuo tasko a, tai tokia riba
vadinama funkcijos riba i$ kairés (desinés) ir zymima:

tim f(z) = lim f(z) = f(a—0), (< a)
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lim f(z)= lim f(z)= f(a+0), (z > a).

z—a+0 r—a-+
Daznai uzrasoma trumpiau: a+ (a—) vietoje a + 0 (a — 0).
Funkcijos ribos i$ kairés ir iS desSinés vadinamos vienpusémis ri-
bomis.
Kai funkcija f taske a turi riba, tai vienpusés ribos yra lygios
tarpusavyje ir lygios funkcijos ribai:

lim f(x)= lim f(z)= lim f(z).

r—a—0 r—a+0 r—a
3.12 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ribas

lim €%, lim e*.
z—+0 z——0

Sprendimas.

lim e*=¢"=1, lim e* =¢" = 1.
z—+0 z——0

Atsakymas. 1, 1.
3.13 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ribas
—2(z* 4+ 1 —2(z* 4+ 1
(2 4+1) 2241

)

:c—l>r—&{loo 4dr+3 ‘z—-o00 4x+3

Sprendimas.
—2(z% + 1) i —2(z% +1) N
im ——— = —o00, lim ——— = +o0.
z—+oo  4x 43 Tz——co 4x +3

Atsakymas. —oo, +o0.

3.4 uzduotis savarankiskam darbui.

Usd. Riba Usd.  Riba
a2 ——
341  lim % 3411  lim %ﬂ:j‘
=340 r—240
342  lim Jzei=12 3.4.12  lim Sz—z’-12

z—3—0 ‘12—61+9| £—2—0 |12—4z+4|

343  lim z(Va®+1-2z) 3413 lim z(Va?-4-z)

z—+oo z—+oo

39



Uzd.  Riba Uzd.  Riba
344  lim z(Va®—1+z) 3414 lim z(Va?—4+a)

z—too r—+o0
345 lim (Z3e)™ 3.4.15 ligo%
346  lim (252! 3416 lim (=)™
347 lm (34)° 3407 lm (35)°
sas () saas (5
349 lim (dot1)™! 3419  lim (=)
s410 p ()7 sa20 i (55)7

3.2 Funkcijos tolydumas. Trukiy rusys

Funkcija y = f(x) vadinama tolydZigja taske a € X, jei ji apibréz-
ta Siame taske bei jo aplinkoje, ir egzistuoja riba %13}1 f(x), kuri
sutampa su funkcijos f reikSme taske a:

lim f(z) = f(a).

Kitais zodziais, funkcija yra tolydi taske a, jei iS abiejy to
tasko pusiy funkcijos reikSmés artéja j ta patj skaiciy, kuris lygus
funkcijos reiksmei f(a).

Sakoma, kad funkcija f yra tolydi taske a is kairés, jei f(a—) =
f(a), t.y. xligl f(z) = f(a); is desinés, jei f(a+) = f(a), t. ¥
Jimf(x) = f(a).

Funkcija vadinama tolydZigja intervale, jei visuose to intervalo
taskuose ji yra tolydi.

Jeigu kazkuriame taske funkcija f néra tolydi, tai tas taskas
vadinamas f trukio tasku.

Trukio tasky rusiy yra keletas.

Taskas a vadinamas funkcijos y = f(x) pirmosios rusies trukio
tasku, jeigu egzistuoja baigtinés ribos is kairés ir iS desinés:
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lim f(z) = f(a—), lim f(z)= f(a+),

T—a— r—a+

bet jos néra tarpusavyje lygios: f(a —0) # f(a + 0).

Kai bent viena vienpusé funkcijos y = f(x) riba taske a neegzis-
tuoja arba yra begaliné, tai taskas a vadinamas Sios funkcijos
antrostos rusies trukio tasku.

Taskas a vadinamas funkcijos y = f(z) pasalinamuoju trukio
tasku, jei vienpusés funkcijos ribos yra lygios f(a — 0) = (a + 0),
taciau bent viena i ju nelygi funkcijos reiksmei f(a), arba funkcija
neapibrézta taske a.

3.14 pavyzdys. Pasirinkime skai¢iy a taip, kad funkcija

sin 2x .
f(x)—{ > kai z # 0,

a, kai =0

buty tolydi, kai x € (—o0; +00).

sin 2x

Sprendimas. Kai x # 0, funkcija y = yra tolydi kaip ele-
x

mentarioji funkcija.
Kai z = 0, skai¢iuojame vienpuses ribas (Siuo atveju jos lygios,

. .. . sin2x
nes egzistuoja riba lim =2):
z—0
. sin2z
lim =2
z—+0 I

Gauname f(0+4) = lim+a =a; f(0—) = lim a=a.

Taigi, si funkcija tolydi, kai a = 2.
Atsakymas. Funkcija tolydi, kai a = 2.

3.5 uzduotis savarankiskam darbui. Pasirinkite skaiciy a, kad
funkcija f(x) buty tolydi, kai x € (—oo;+00) arba nustatykite,
kad toks skaicius a neegzistuoja.
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Uzd. Funkcija Uzd. Funkcija

351 fla)=4 m_g 356  f(z) =

353  f(z) = z 3.5.8 f(z) =

a, kai xz=0;

kai z # 2
|z — 2|’ T 35.9 f(z) =

a, kai z=2;

e’ —1 i
3.5.2 f(z) = { o kel @0 oo sy =

a, kai xz=25;
(z —3)(z+5)

2z, kai |z| <1, ‘ 3
T —

3.5.5 = 3.5.10 =
(=) { a, kai |z|>1; (=) Kai 3
a, ai x = 3.

3.15 pavyzdys. Raskime funkcijos

| sin x| _
—— ., kai x#0,
fle)={ =

0, kai z=0
trukio taskus ir nustatykime juy rusj.

Sprendimas. Funkcija y = f(x) apibrézta visoje realiyjy skaiciy
aibéje. Trukj ji gali turéti tik taske x = 0 (zr. 1 pav.).
Skaiciuojame vienpuses ribas:

| sin x| . —sinzx
—— = lim ———

f(()—) - :cli%l— x z—0— x =-1L
. sin x
10+) = xlg(r)lJr r L

Kadangi f(0—) # f(0+), taskas z = 0 yra pirmosios rusies trukio
taskas.

Atsakymas. Taskas x = 0 yra pirmosios rusies trukio taskas.

42



0,5

1 pav.: Funkcijos f(x) grafikas.

3.6 uzduotis savarankiskam darbui. Nustatykite funkcijos f
trukio tasky rusj ir nubraizykite funkcijos grafiko eskiza.

Uzd. Funkcija Uzd. Funkcija
2|z — 1 |z — 2|
! I, kai x #0, kai x # 2,
3.6.1 f(z) = T 3.6.6 f(z) = |z + 2|
2, kai x=0; 5, kai x=2;
z—4)(x+ 8
E-Ders) o # -4, 2, kai @ <1,
3.6.2 f(z) = |z + 4] 3.6.7 f(z) =
3 1, kai x> 1;
8, kai x =4;
10 2 X <9 z, kai x <1,
T ai
3.6.3 f(z) = ’ -7 3.6.8 fz) = 2 .
3z, kai x> 2; , kai x> 1;
1—x
¢ —1 1, k >0
x — ai
3.6.4  f(z) = om0 kel A0 3.6.9 fz) = { 1’ . = 07
6, kai x =0; z+1, al @ <0
1 2
x - sin kai x #0 —z“ 4+ 1, kai z <0,
3.6.5 f(z)= 2’ #0 3.6.10  f(z) = { 5 -
0, kai z=0; z“ —1, kai x= > 0.
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4 Diferencialinis skaic¢iavimas

Literatura: [Apy01] IT skyrius 47 — 60 psl.; [Pek05] VII skyrius 158
— 182 psl.; [Rum?76] XVI - XVIII skyriai 263 - 285 psl., 311 - 314 psl.,
317 - 329 psl.

Teoriniai klausimai: Funkcijos iSvestiné. Dalmens iSvestiné. Su-
détinés funkcijos iSvestiné. Liopitalio taisyklé. Funkcijos diferencialas.
Diferencialo taikymas apytiksliams skaiciavimams. Teiloro formulé.

4.1 Funkcijos iSvestiné
4.1.1 Funkcijos iSvestinés apibrézimas

Funkcijos y = f(x) iSvestine taske = a vadinama riba:
Ay

. fla+Az) — f(a)
! el _ _
y=Jla)= fim = A Az '

Priminkime, kad Az vadinamas argumento pokyciy taske a,
Ay = f(a+ Azx) — f(a) — funkcijos poky¢iu.

Jeigu funkcija f(x) turi iSvestine visuose kurio nors intervalo
taskuose, tai sakoma, kad ji diferencijuojama tame intervale, o
iSvestinés radimo veiksmas vadinamas diferencijavimu.

Jei riba neegzistuoja, sakoma, kad funkcija iSvestinés taske ne-
turi.

4.1.2 Elementariyjy funkcijy isvestiniy lentelé

Pagrindinés diferencijavimo taisyklés ir formulés:

(u—i—v)/:u’—l—v’; (u-v)—uv+/vu
(c f(2) = e (f(2)); ( )—““‘“‘,
d = 0; x =

(@) =n-an (Vay = Qlf
(") =e®,e=2,71828...; (a®) =a”lna;
(nz) = ogaa) =



(sinz) = cosx; (cosx) = —sinz;
(tg2) = :

tg ) = ——5—;
(ctg ) sin? z’
(arcsinz)’ =

1 , 1
———; (arccosz) = ———;
V1—z2 ( ) vV 11— 2

1
1+ 22 1422

cos? x’

(arctgz) = (arcctgz) =

4.1.3 Dalmens iSvestiné

Dalmens iSvestinés formulé:

wy’  uv—2v'u
() ="

v v

T

4.1 pavyzdys. Raskime dalmens y = ¢ iSvestine.

e’ +1
Sprendimas. Dalmens iSvestinés ieskome remiantis (4.1) formule:

, (et =1\ (e —1) (e +1) — (e + 1) (e* — 1)
v (e”“rl) B (e¥ +1)?

)

o reiskinio (e® — 1) iSvestinés ieSkome pagal formule (u +v)" =
u' + v/, tuomet turésime
(e —1) (e +1) — (e 4+ 1) (e* — 1)
(e + 1)°
() = )) (e + 1) = () + (1)) (e* = 1)
- (e +1)°

pasinaudoje pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskaiciuoti iSvestines
e’ ir 1:

)

(e = )) (e® +1) = () + (1)) (e* = 1)
(e* +1)°
(e —0)(e*+1)—(e"+0)(e* —1)
(e" +1)° '
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Atlike algebrinius pertvarkius, turésime

(e —=0)(e*+1)—(e*+0)(e"—1) e*(e"+1)—e"(e"—1)

(e® +1)° (e® +1)°
_ex€x+6x_6x6x+ex_e2x+er_e2x_|_er_ 2¢%
(er + 1) (ev + 1) (ev + 1)
2 xr
Atsakymas. %.
(e*+1)

4.1 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje dalmens iSvestinés
formule ir pagrindiniy funkcijy iSvestinémis, raskite siy funkcijy
iSvestines:

Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.1.1 y= Zifi 4111 y= Zx__ef
4.1.2 y= Z;% 4.1.12 y= Zg:i
413 y= jfei 4113 y= :zfi
4.1.4 y= ;;_% 4.1.14 y= Z;ig
e e
4.1.5 y = ?zjreg% 4.1.15 y = Zi jrr%
41.6 y = =] 4.1.16 y = e
4.1.7 y = 5“_*6;” 4.1.17 y = gjg“
41.8 y = =7 4.1.18 y = i
4.1.9 Yy = gi i‘% 4.1.19 y = i::__eg)
4.1.10 y=g—— 4120 =

: __ sinz—coszx
4.2 pavyzdys. Raskime dalmens y = Z="2"
skaiciuokime jos reiksme taske z = 7.

iSvestine ir ap-

Sprendimas. Dalmens iSvestinés ieSkome remiantis formule

w\  uv—vu
v v2 '
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, sinz — cosz\’
Y=\ """
sinx + cosx

(sinz — cosx)’ (sinz + cosx) — (sinx + cosz)’ (sinz — cos x)
2 )

(sinz + cos x)

I . ! v e e e v /
o reiskinio (sinxz — cos )’ iSvestinés ieSkome pagal formule (u + v)" =
u' + v, tuomet turésime

(sinx — cosx)’ (sinx + cosx) — (sinz + cosz)’ (sinz — cos )

(sinz + cos z)*

((sinx)' — (cos a:)/) (sinz + cosz) — ((sinx)/ + (cos x)') (sinz — cos )

(sinz 4 cosz)? ’

dabar pasinaudoje isvestiniy lentele, galime apskaic¢iuoti iSvestines
sin x ir cosx:

((sinx)' — (cos x)/) (sinz + cosz) — ((sinx)/ + (cos m)') (sinz — cos )

(sinz + cos z)*

(cosz — (—sina)) (sinz + cosz) — (cosx + (—sinz)) (sinx — cosx)

(sinz + cos z)*

(cosz +sinz) (sinx + cosx) — (cosz — sinz) (sinx — cosx)
2

(sinz 4 cos z)
Atlike algebrinius petvarkius, gauname

(cosz + sinz) (sina + cosx) — (cosz — sinx) (sinx — cos )

(sinz 4 cos x)?2

coszsinx 4 cosz cosx + sinz sinx + sinx cos ¢ — (cos z sinx — cos ¢ cos z — sin z sin z + sin x cos x)

(sinx 4 cos x)?2

cosxsinx + cosxcosx + sinxsinx + sinxcosxz — cosxsinxz 4+ cosxcosx + sinxsinx — sinxz cosx

(sinx 4 cos x)?

cosxcosx + sinxsinx 4+ cosx cosx + sinx sinx cos? x + sin? x + cos? z + sin2 z
(sin @ + cos x)? (sinz 4 cos x)?
2 02
2cos? x + 2 sin2 z 2 (COS z + sin I)

(sinz + cos x)? (sinz + cos x)2

Pasinaudoje formule cos? z + sin? z = 1, gauname

/_2((:052:10+sin2x)_ 2.1 _ 2
v (sinz + cos z)* (sinz +cosz)®  (sinz + cosz)®’
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Apskaic¢inojame reiskinio reiksme taske x =

v (

s

)

2

.
5°

2 2 2

(sin 5 +cos %)2 1+ 0)2 12
Atsakym

=Z=2

1

as.

2

(sinz + cosz)*’

4.2 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje dalmens is-
vestinés formule ir pagrindiniy funkcijy iSvestinémis, raskite siy
funkcijy iSvestines ir apskaic¢iuokite reikSmes taskuose:

Uzd. Funkcija Taskas Uzd. Funkcija Taskas
421 oy STFCOST o yoqp g0 SmT
sinz — cosx gliag;rl%
422 = SRTECST w9y =TT
cosx —sinw %13—3351;%
423 y=SEETERT g x 4213 y= 00 p-_z
sinx + con T im T — 2
424, y=-SMTF2 0 4204 y—SRT g
N cosr 0 in s
4.2.5. y=— T=73 4215, y=-—r— x=73%
cosx — sinx g—smaz
cosT —sinz —sinz
4.2.6. =— =z 4.2.16. = — =-I
y sinz +.1 T2 Y S71]f_l‘_1' +6 v 2
427 y=SCTTST o 4217 y=-—"01% Loz
,1+_’(302sm (730_?_23—7
128, y=-""T2 e=1 4218 y=-—"20 g=x
%11_}_1: -3 2 %13_@,— 6 6
429, y=2TOBT w=—7 4219, y=-""0% ,_ =
% —sinz iosa: —6
—sinz —cosz
4.2.10. =— =0 4.2.20. = — =z
Y= sinz+2 x Y= sz —3 *7T 2

4.3 pavyzdys. Raskime dalmens y = fTQx iSvesting ir apskaici-
uokime reiksme taske x = 1.

Sprendimas. Dalmens iSvestinés ieSkome remiantis formule (

)'_

uw'v —v'u

V2

Y

$2

(x2)/ (14+z)—(1+2) 22

(

1+
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)

v
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o reigkinio (14 z) isvestinés ieskome pagal formule (u+v)" =
u’ 4 v/, tuomet turésime

y:< z? >:<ﬁ)ﬂ+xwwﬂ+@Wx2

I+ (1+2)°

i

pasinaudoje pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskaic¢iuoti is-
vestines 22, x ir 1:

<$2)/ (1 —+ JZ’) — (1/ + ((E)l) 12 B 2 (1 + x) _ (0 + 1) $2
(1+z)? (1+z)? '
Atlike algebrinius pertvarkius, turime:

20(1+2)— (0+1)2?  2z(1+4x)—1a?

(1+z)? (1+z)?
_23:—}—23:2—362 B 2x + 22
(1+z)? (1+z)*

Apskaic¢iuojame reiskinio reikSme taske x = 1:

, 2.14+12 241 3
y (1) = T = o T 4
(1+1) 2 4

2¢ + 2% 3

Atsakymas. (1“‘737)2; 7

4.3 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje dalmens is-
vestinés formule ir pagrindiniy funkcijy iSvestinémis, raskite siy
funkcijy iSvestines ir apskaiciuokite reikSmes taskuose:

Uzduotis  Funkcija Taskas Uzduotis Funkcija Taskas

JL'B xz
4.3.1. - =1 43.11. =2 z=2
3 4 14+ v 3 V=12 °
4.3.2 T a0 4312 —— =3
xr X
4.3.3. y_1—4x =2 4.3.13. y—2_4x2 rz=1
4.3.4. y= = r=3 4314 y= 2 z=2
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Uzduotis  Funkcija Taskas  Uzduotis  Funkcija Taskas
133 xr
4.3.5. - — 1 43.15. - =2
3.5 Y th T 3.15 Y T T
4.3.6. y= —— s=1 4316 y=2"0 4_»
2—x m—&-g
X xr —
4.3.7. Y= 5 z=0 4.3.17. Yy = 213 r=—1
4.3.8 =7 =1 43.18 -z z=0
y—2+x = .3.18. v=5_4 =
4.3.9 =Y r=-2 4319 _ T
y_1+m2 = .3.19. y_37x2 =
4.3.10 =Y z=0 4320 S A
.3.10. U = .3.20. y_$2+3 =

4.1.4 Sudétiniy funkcijy iSvestinés

Sudétinés funkcijos y = f(u(z)) iSvestiné randama pagal formule

y = f'(u(@)u'(z).

(4.2)

Sudétiniy funkcijy iSvestinés:

(un)/ =n- unfl . u/;

(€") =e"-u
(Inw)" =
(sinw) =
(tgw)' = —5—
(

arcsinu)’ =

\/1,—u2’
o

t

/

(Vo) =5 7=

(a") =a“Ina-u ;
/
u
(logg u)" = ——
(cosu) = —sinu - u';
/
u
tgu) = —
(ctgw) sinu’
(arccosu) = S S
V1—u?’
(arcctgu)’ = v
W T T

4.4 pavyzdys. Pasinaudoje sudétiniy funkcijy iSvestinémis, raski-

te funkcijos y = (1 — z2)*

Sprendimas.

iSvestine.

Kadangi negalime is karto pasinaudoti pagrindiniy

iSvestiniy lentele (nes musy funkcija yra sudétine), ieSkome isves-
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tinés remiantis (4.

2) formule

v=((-2)") =) =] =4 (1-2)" (1=,

o reiskinio (1 — z?)’ ieskome remiantis formule (u +v)" = u’ + v/,

tada gauname

a(1- x2)3 (1-2%) =4(1- :c2>3 (1’ - (:c?)') .

Dabar jau galime pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele ir ap-
skai¢iuoti 22 ir 1 i$vestines:

a(1- m2>3 (1’ - (ﬁ)') =4(1- x2>3 (0 - 22),

atlike aritmetinius veiksmus, turésime

a(1- m2)3 (0—22) =4(1- x2)3 (—2x)

4.4 uzduotis savarankiskam darbui.
funkcijy iSvestinémis, raskite Sias iSvestines:

Atsakymas. y =

= —8z (1 — x2)3 .

—8z (1 —22)°.

Pasinaudoje sudétiniy

Uzduotis Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.4.1. =(1-2%)" 441L (1+22)
4.4.2. =(1-2%)" 4412,  y=(1-2)
4.4.3. =(1+2%)" 4413 = (22 -1)°
4.4.4. y=(2+2%)" 4414 y=(-a®- 95
4.4.5. y=(a2-1)" 4415  y=(1+27)
4.4.6. y=(2-1)" 4416, y=(1-2°)°
4.4.7. y=(a*-5)" 4417  y=(-1- x27)6
4.4.8. y=(—2* - 5) 4418, y=(1+27)
4.4.9. y= (2% - 5) 4419, y=(2+2%)
4410, y=(-1-2°)" 4420, y=(3-42?)"



4.5 pavyzdys. Pasinaudoje sudétiniy funkcijy iSvestinémis, raski-

te iSvestine:
y=v1—22

Sprendimas. leskome isvestinés remiantis (4.2) formule. Tuomet
turésime

NI

(.

reiskinio (1 — 22) ieskome remiantis formule (u + v)" = u' + v/,
tada gauname

S-) (=) = (-2) 7 (v - ().

Pasinaudoje pagrindiniy isvestiniy lentele, galime apskaiciuoti is-
vestines 22 ir 1:

(=) (7)) =3 0o o2

atlike algebrinius petvarkius, turésime

;(1—:52)_é (0—2z) = % (1-2)

L) ) L)

X

V1—22

NI

(—2z) = —

V1-—g22

4.5 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje sudétiniy
funkcijy isvestinémis, raskite Sias iSvestines:

Atsakymas. y = —
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Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.5.1. y=2—a2 4.5.11. y= V2 — 22
4.5.2. y=vaz2+2 4.5.12. y= Vo2 -2
4.5.3. y=+vzZ -2 4.5.13. y=vz2+3
4.5.4. y=+v22 -1 4.5.14. y=+v—22-3
4.5.5. y=+v—-22—-1 4.5.15. y=+v—-22-5
4.5.6. y=+v—22 -3 4.5.16. y=vr2+2
4.5.7. y=+v—22—-3 4.5.17. y=v-2—a2
4.5.8. y=vVr2+3 4.5.18. y=+v—-3— a2
4.5.9. = Y22 -2 4.5.19. y= Va2 -2

4.5.10. y= 2 — 22 4.5.20. y=vr2+2
4.6 pavyzdys. Pasinaudoje sudétiniy funkcijy iSvestinémis, ras-
kite iSvestine:
y = Incosz.

Sprendimas. leskome isvestinés remiantis (4.2) formule. Tuomet
turésime

y = (Incosz) = [(ln u) = 1 u’} _ ! (cosz)".

u COS T

Pasinaudoje pagrindiniy iSvestiniy lentele, galime apskaic¢iuoti fun-
kcijos cos x iSvestine:

Atsakymas. y = —tgx.

4.6 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje sudétiniy
funkcijy isvestinémis, raskite Sias iSvestines:

Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.6.1. y =lInsinx 4.6.11. y =1n3z

4.6.2. y=Inlnz 4.6.12. y=Indz

4.6.3. y=In2z 4.6.13. y =1In(—sinx)
4.6.4. y=Ine" 4.6.14. y = In (—3z)
4.6.5. y = Ilnarccosz  4.6.15. y =1In(—cosz)
4.6.6. y =Inarcsinz  4.6.16. y = In(—4x)
4.6.7. y=Ilnarctgz  4.6.17. y = In (—2z)
4.6.8. y = Ilnarcctgr  4.6.18. y = In (— arccos z)
4.6.9. y=Intgz 4.6.19. y=In(—ctgz)
4.6.10. y=Inctgx 4.6.20. y=In(—tgx)
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4.7 pavyzdys. Pasinaudoje sudétiniy funkcijy iSvestinémis, ras-

kite iSvestine:
x

y=e

Sprendimas. leskome iSvestinés remiantis (4.2) formule arba sudeé-
tiniy funcijy iSvestinémis:

/ /
y = (6962) = [(eu), =e"- u'} =% (:BQ) .
Jau galime pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele ir apskaic¢iuo-
ti 22 iSvestine:
/
e (aj2> = 2z¢e™.
Atsakymas. y = 2ze®.

4.7 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje sudétiniy
funkcijy iSvestinémis, raskite Sias iSvestines:

Uzduotis Funkcija  Uzduotis Funkcija

4.7.1. y=e¥  AT11. y=¢5
4.7.2. Yy = et 4.7.12. Y= e
4.7.3. y=e?*  4.7.13. y=e®
4.7.4. y=e' 4714 y=ed?
4.7.5. y=e® 4715  y=¢>
4.7.6. y =e""% 4.7.16. y=e 8%
4.7.7. y = ST 4.7.17. y = e~ Sine
4.7.8. y=e®%  47.18. y=e 82
4.7.9. y =% 4719, y = e &

2

4.7.10. y=e*  4.7.20. y=e*
4.8 pavyzdys. Pasinaudoje sudétiniy funkcijy isSvestinémis, ras-

kite iSvestineg:
= arccos 3z.
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Sprendimas. Negalime i$ karto pasinaudoti pagrindiniy i$vestiniy
lentele, nes musy funkcija yra sudétiné. Tuomet ieskome iSvestinés
remiantis (4.2) formule

/

y = (arccos(3z)) = {(arccos u) = “Ae
S (P SyE
V1 - (32)2 V1 =922

Jau galime pasinaudoti pagrindiniy iSvestiniy lentele ir apskaiciuo-
ti 3z iSvestine ir gauti atsakyma:
1

“Uie O =

3
V1—922
3
V1—922

4.8 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje sudétiniy
funkcijy iSvestinémis, raskite Sias iSvestines:

Atsakymas. y = —

Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.8.1. y = arccos(4z) 4.8.11. y = arcsin(6x)
4.8.2. y = arccos(z?)  4.8.12. y = arcsin(7z)
4.8.3. y = arccos(bx) 4.8.13. y = arccos(6x)
4.8.4. y = arccos(z®)  4.8.14. y = arccos(7x)
4.8.5. y = arccos(2z) 4.8.15. y = arccos(z?)
4.8.6. y = arcsin(4z)  4.8.16. y = arcsin(z*)
4.8.7. y = arcsin(z?)  4.8.17. y = arccos(8z)
4.8.8. y = arcsin(bz)  4.8.18. y = arcsin(8z)
4.8.9. y = arcsin(z®)  4.8.19. y = arccos(z”)
4.8.10. y = arcsin(5z)  4.8.20. y = arcsin(z°)

4.1.5 Liopitalio taisyklé

Sakome, kad dviejy funkcijy santykis %, kai x — a (a gali buti
c e .. e 0 C s

baigtinis ar begalinis) yra neapibréztumas (g), jei %1311 f(z)

= lim g() = 0 (lim f(x) = lim g(x) = oc).
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Liopitalio taisyklé. Tegul funkcijos f ir g apibréztos ir dife-

rencijuojamos kokioje nors tasko a aplinkoje, iSskyrus gal tik patj

taska a. Be to, lim f(z) = lim g(z) = 0 (lim f(z) = lim g(x) =
r—a T—a T—a T—a

o0), o iSvestiné ¢'(z) nelygi nuliui né viename minétos aplinkos

taske. Jei Siomis salygomis egzistuoja (baigtiné ar begaliné) ri-

ba 1111(11 ,(( ;, tai egzistuos ir riba lim g g ; ir bus teisinga Sitokia

s i 2 = i 242

1 pastaba hm [ E 3 gali neegzistuoti, nors funkcijy f ir g san-

tykio riba lim % ir egzistuoja. Pavyzdziui, reiskinys
r—a

/
(w2 Cos %) 2 cos 1 — sin 1 1 . .
;7 = 1 :2$(1+$)COS*+$81H—+SIH7’
(In(1+2) T v ;P

kai x — 0, ribos neturi, taciau

22 cos L . T COS % m T Ccos l

AT R RATTER R PN

lim :Ucos.l 0
_ z—0 _ -~ =0

In <lim (1—}—3:)31:) e 1
z—0

2 pastaba. Jeigu f/(z) ir ¢'(z) tenkina tas pacias salygas, kaip
ir funkcijos f(z) ir g(z), tai Liopitalio taisykle galima taikyti dar

f=) _ @) [ (x)
karta. Tuomet: lim 755 = lim oo = lim 0y

talio taisykle relkla talkytl keleta karty.

. Daznai Liopi-

4.9 pavyzdys. Remdamiesi Liopitalio taisykle, raskite riba

lim z%Inz.
r—+0
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Sprendimas. Neapibréztumas 0-oco. Reiskinj pertvarkome j neapi-
bréztuma 3:

1
lim 2’lnz = lim ¥
z—+0 z—+0 =
T
Dabar jau galime taikyti Liopitalio taisykle. Tuomet turésime
Inz (Inz)’ (Inz)’ 1

I o o oy s
z——+0 %2 z——+0 (L)’ =40 (z72)"  2—+0 =223
12

Atlike algebrinius petvarkius, apskai¢iuojame ribg

1 1 3 2
lim —2%—=1lm |—-—% |]=1lm |— | = lim | ——
r—+0 =273 2540 % z—+0 2x z—+0 2

2 ’ Atsakymas. 0.

4.9 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje Liopitalio
taisykle, raskite Sias ribas:

Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.9.1. lim z°lnz 4.9.11. lim 2°Inz
z—40 z——+0

4.9.2. lim z Inz 4.9.12. lim z®Inz
x—+0 z—+0

4.9.3. lim z'lnz 4.9.13. lim z'%na
x——+0 x——+0 )

4.94. lim z°lnz  4.9.14. lim z'%nz
z—+0 z——+0

4.9.5. lim z%Inz 4.9.15. lim z''lnzx
x——+0 x——+0

4.9.6. lim z%Inz  4.9.16. lim z'%nz
z—+0 z——+0

4.9.7. lim z%2lnz 4.9.17. lim z*°lnz
x——+0 xr——+0

4.9.8. lim z'nz  4.9.18. lim z''lnz
z—+0 z——+0

4.9.9. lim z'lnz 4.9.19. lim z¥nz
z—+0 z—+0

4.9.10. lim 2®Inz  4.9.20. lim z"2Inz
z—+0 z——+0

4.10 pavyzdys. Remdamiesi Liopitalio taisykle, raskite sia riba:



Sprendimas. Kadangi 2°° = oo, turime neapibréztuma 2>. Todél
is karto taikome Liopitalio taisykle:

irase vietoje x begalybe, dar turime neapibréztuma > Rem-
00
damiesi 2 pastaba, taikome Liopitalio taisykle dar karta:
2 , (2z)’ _ 2

#0020 In2 | wteo (201n2)  ereen2-27In2’

Kadangi jau neturime neapibréztumo, jsistatome vietoje x begaly-
be ir apskaiciuojame riba:

2 2 2
—=0.

li = =
ILHC}OIHQ-QIIHQ In2-2%In2 00

Atsakymas. 0.

4.10 uzduotis savarankiskam darbui. Remdamiesi Liopitalio
taisykle, raskite Sias ribas:

Uzduotis Funkcija Uzduotis Funkcija

332 1‘4

4.10.1. lim & 4.1011.  lim =
4.10.2. lim = 4.1011.  lim =
4.10.3. lim & 4.1013.  lim =—
4.10.4. lim ;% 410.14.  lim %
z—00 5 T— 00 4

4.10.5. lim % 4.10.15.  lim %
4.10.6. lim ;—1 4.10.16.  lim %
4.10.7. lim "g—m 4.10.17.  lim g—z
4.10.8. lim & 41018 lim =
4.10.9. lim & 4.1019.  lim =
410.10. lim *  4.10.20.  lim =
z—o00 OF z—o00 6T
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4.1.6 Funkcijos diferencialas

4.1.6.1 Diferencialo apibrézimas. Funkcijos y = f(z) dife-
rencialu (Zymime dy) vadinama sandauga f'(x) - Az, t. y.

dy = f'(z) - Az.

Diferencialo formuléje vietoje Ax galima rasyti dz, nes pagal
apibrézima funkcijos y = x diferencialas do = 2’Axz = 1-Az = Ax.
Taigi

dy = f'(x)dx
IS ¢ia isplaukia
dy gl
% - f (1’) )

t. . funkcijos isvestiné lygi funkcijos diferencialo ir argumento
diferencialo santykiui.

Funkcijos diferencialas daznai naudojamas matematikoje, skai-
¢iuojant funkcijy reikSmes, taip pat vertinant paklaidy diduma.
Tai daroma remiantis tuo, kad funkcijos pokytis yra apytiksliai
lygus funkcijos diferencialui, kai argumento pokytis mazas, t. y.
Ay %Ady. Si lygybe isplaukia i$ i$vestinés apibrézimo f’(z) =

y

Alimo Ao = Z—Z. Funkcijos y = f(z) diferencialo diferencialas vad-
Tr—

inamas antruoju diferencialu (arba antrosios eilés diferencialu)
ir Zymimas d%y arba d?f(x). Taigi, d*y = d(dy). Analogiskai
d®y = d(d*y) ir t. t. Rasime antros eilés diferencialy: d?y =
d(dy) = d(f'(z)dz) = d(f'(z))dz = (f'(x)dx)dx = f'(x)dz?. Tai-

g1

4.1.6.2. Diferencialo taikymas apytiksliams skaiciavimams
Imkime funkcijos y = f(z) pokytj ir diferencialg taske z = a:
Ay = f(a+ Az) — f(a), dy= f'(a)Az.
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y=fix)

Y+AY

AY

fix) = tea

X X+AX

2 pav.: Funkcijos diferencialo geometriné prasmé

Kadangi Ay =~ dy, tai is uzrasytyjy lygybiy gauname
fla+ Az) - f(a) ~ f'(a)Ax,

arba
flxo + Azx) = f(xo) + f'(w0) A (4.3)

Jeigu a + Az = z, Ax = = — a, tai vietoje (4.3) formulés
turésime formule:

f(@) = f(a) + f'(a) (x - a).

Atskiru atveju, kai @ = 0, gauname

f(x) = f(0) + f(0) - . (4.4)

4.11 pavyzdys. Taikydami diferencialg uzrasykime apytiksle for-

mule funkcijai
flz) =vV1+uz,

kai x — 0 ir apskaic¢iuokime f(0,12).
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Sprendimas. Remdamiesi (4.4) formule, uzrasysime apytiksle Sios
funkcijos formule. Pirmiausia apskaiciuojame sios funkcijos isves-
tine:

@)= (VTTa) = (1 +2)) = [(ué)’ -
_
21+
Apskai¢iuojame isvestinés reiksme taske x = 0:
1 1
f1(0) = 2WIT0 2
Teskome funkcijos reiksmeés taske x = 0:

F0)=vI+0=1.

Pasinaudoje (4.4) formule ir jrase gautasias reikSmes, turésime

N|=

(1+z)2(1+a) =

1
2

f(:v)%l—l—%-m.

Taigi

\/1+x%1+§, kai z — 0.

Apskai¢iuojame /0,12 ~ 1 + 0’212 = 1,06. Pastebékime, kad tik-
slioji reiksmé 4/1,12 = 1,0583005... ir apskaiciuotos apytikslés
reiksmeés santykiné paklaida yra

I1,0583005. .. — 1, 06|

1 ~ .
1,0583005 . .. 00% ~ 0,16%

Atsakymas. V1 +xz~1+ g, kai z — 0; 1, 06.

4.11 uzduotis savarankiSskam darbui. Pasinaudoje apytikslio
skaic¢iavimo formule (4.4), apskaiciuokite siy funkcijy apytiksle
reikSme:
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Uzd. Funkcija Uzd. Funkcija

1111 f@ =Vl -z, 2= 0,12 41111. J@)= 1tz z=0,12
4112, f(z)= ¥TFaz, z=—-0,13 41112, f(z)= YT—=, = —0,12
4113, f(2)=¥T—=z,2=0,13 41113, f(z)= YTtz =013
4114.  f(z)=v1+=z,=0,09 411.14. f(z)=V1—z,x=-0,13
411.5. f(z)= 1 —z,x=0,08 4.11.15.  f(x)= V14 =z, z=0,08
411.6.  f(z)=V1—z,z=-0,10 4.11.16. f(z)= V1 —=z,z=-0,10
4.11.7. f@)=Y1+z,z=-0,14 411.17. f(z)= ¥1+z, z=-0,14
4118, flo)= YT—z,2=0,15  411.18. f(z)= Y1 —z, z=0,09
4119,  f(o)= YTFa,¢=0,12  411.19. f(z)= ¥T—z, z=0,15
41110, f(z)= VT—=, z=—0,17 4.11.20. f(z)= ¥T+z, z=0,06

4.12 pavyzdys. Taikydami diferenciala uzrasykite apytiksle for-
mule:
f(x)=In(l+x), z — 0.

Sprendimas. Remdamiesi (4.4) formule, uzrasysime apytiksle sios
funkcijos formule. Pirmiausia apskaic¢iuojame Sios funkcijos iSvestine:

9

1 1
! — (In(1 ’_{1 _’}_ 1 -
F@) = (142 = [l = | = s o) =
rade iSvestine, apskaic¢iuojame jos reiksme taske 0:

1 1

=—=-=1
(0) 1+0 1

<

f

Teskome funkcijos reiksmeés taske nulis:
f(0)=In(140)=Inl=0.
Pasinaudoje (4.4) formule ir jsistate gautasias reiksmes, turésime
flz)=0+1-z~u=x.
Taigi,
In(l+2x)~z,x—0.
Atsakymas. x, x — 0.
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4.12 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje apytikslio
skai¢iavimo formule (4.4), uzrasykite apytiksle formule Siai funkci-
jai:

Uzd. Funkcija Uzd. Funkcija

4.12.1. flz)=In(1—-=z),z—0 4.12.11.  f(z) =sin2z,x — 0
412.2.  f(z) =sinz,z —0 412.12. f(z) = —sin2z,z — 0
4.123.  f(z) =cosz,xz — 0 4.12.13.  f(z) =cos2z,x — 0
4.12.4. flz)=—In(l-2),z—0 4.1214. f(z)=—cos2z,z—0
4125.  f(z)=e€", 2 —0 4.12.15.  f(z) =—2e", 2z —0

4.12.6.  f(z)=—sinz,z—0 4.12.16. f(z) =2¢", 2 —0

4.12.7. f(z) = —cosz, z — 0 41217, f(z)=-2In(1+=z),z—0
4128.  f(z)=—€",z—0 412.18. f(z)=2In(1+=z),z—0
4.12.9. f(z) =tgz,z—0 4.12.19. f(z)=2In(1—-=z),z—0
412.10. f(z)=-In(1l+=z),z—0 4.1219. f(z)=-2In(1—-z),z—0

4.1.7 Teiloro formulé

Pagal Lagranzo teorema

fl@)=f(a)+ (&) (x—a),

jei tik funkcija f — tolydi ir diferencijuojama intervale (a — 7, a + )
(Gia v — teigiamas skaiCius), o £ yra tarp x ir a.

Jeigu funkcija f yra (n+ 1)-a karta diferencijuojama intervale
(a — v,a + ), kuriam priklauso ir z, = # a, tada egzistuoja taskas
&, esantis tarp x ir a, toks, kad

f@) = fla)+ Fla)w—a) + L //2(!‘1) (¢ —a)? + -
() FrE)
n! (n+1)!

(4.5)

n+1

+ (x—a)" + (x —a)

Paskutinis desinés pusés démuo yra vadinamas Teiloro for-
mulés liekamuoju nariu:

Fr )
(n+1)!
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4.13 pavyzdys. Uzrasykite pirmuosius tris Teiloro formulés na-
rius:

flx)=vV8+=z, x—0.

Sprendimas. Remdamiesi (4.5) formule, uzrasysime tris pirmuo-
sius Teiloro formulés narius. Visy pirma reikia apskaic¢iuoti Sios
funkcijos iSvestine:

fla) = (V87 z) = (B+2)7) = [(u;)’ _

=S @+a) (3 4a) =

_2
u 3 -u

2 1 2
= (u_g)/ = —gu_% | = ~3°'3 (8-}-56)7% (8 +x)
B 2
9¢/(8 4 z)°

Pirmieji trys Teiloro formulés nariai atrodo taip:

F@) = )+ £ (@) =)+ T -,

kai a = 0, turésime

(0
1)
2!
Todél, reikia apskaic¢iuoti pirmosios ir antrosios iSvestinés reikSme
taske 0:

fl@)=f(0)+f(0) -z + (4.6)

1 1 11
3. (8402 3-V64 3-4 12
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2 2 2

f/(o):— = — = —
9. ¢/(840)° 9. /85 9-8-4
_ .t __ 1
9-8-2 144"

Belieka apskaiciuoti funkcijos reiksme taske nulis
F0)= 8T 0=1B=2

Gautus rezultatus jstate i (4.6) formule, turésime:

s I 1 S r  a?
\/8+x%2+ﬁ-x+%-x :2+on7 X =2 == .

2

x T
A RV N2+ — — —
tsakymas. /8 + x + 12 233

4.13 uzduotis savarankiskam darbui. Pasinaudoje Teiloro for-
mule, apskaic¢iuokite iy funkcijy tris Teiloro formulés narius:

, kai © — 0.

Uzd. Funkcija Uzd. Funkcija
4131,  f(z)=¥8—-=x,z—0 4.1311. f(z)=+v49—2,2—0

413.2.  f(z)=27T—=z,2—>0 4.1312. f(z)=V64d—z,2—0
4.13.3. f@)=v4—z,2—0 413.13. f(z)=+64—z,2—0
4134. f(x)=+V4+2z,z—0 4.1314. f(z)=V125—z,2—0
4135, f(2)=vI6—z,2—0 41315 f(z)=+8l—=,2—0
4.13.6. f@)=+v16+z,2—0 4.1316. f(z)=+/100—z,z—0
413.7.  f(z)=vV25+=z, 2 —>0 4.13.17. f(z)=¥216—z,2—0
4138.  f(2)=vB =z, o —0 41318, f(z)=vI2l—z, x — 0
4.13.9. f@)=¥2T+z,2—0 4.1319. f(z)=+343—z,2—0
41310. f(z)=v36—xz,2—0 41320. f(z)=+1dd—z,z—0

4.2 ISvestiniy taikymas
4.2.1 Funkcijos grafiko liestinés taske lygtis

Funkcijos y = f(x) grafiko liestinés taske x = a lygtis yra
y = f(a) + f'(a)(z — a).

65



y=9x-16

3 pav.: Funkcijos f(z) liestiné taske A(2;2).

4.14 pavyzdys. Uzrasykime kreivés
y=ax> — 3z
liestinés, nubréztos per taska A(2;2), lygti (zr. 3 pav.).

Sprendimas. Funkcijos y = f(z) grafiko liestineés taske a lygtis
bendruoju atveju:

y = fla)+ f'(a)(x - a).

Turime salyga: f(a) = f(2) = 2. Raskime funkcijos iSvestine
f'(z) = 32? — 3. Apskai¢iuokime iSvestinés reiksme taske a = 2,
t. y. f'(a) = f(2) = 9. Uzrasykime kreivés y = 23 — 3z liestinés,
nubréztos per taska A(2;2), lygti:

y = f(a)+ f'(a)(x —a) =2+ 9(z — 2) = 9z — 16.

Atsakymas. y = 9x — 16.
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4.14 uzduotis savarankiskam darbui. UzZrasykite kreivés y =
f(x) liestinés, nubréztos per taska a, lygti.

Uzd. Funkcija a Uzd. Funkcija a
4141 y=2"-2z 3 41411 y=27-2z -3
4142 y=az*—4z 2 41412 y=z*—4z -2
4143 y=az°-10z 2 41413 y=2z°—-10z -2
4144 y=22°—4x 2 41414 y=2z%—4x -2
4145 y=32>—-22z 1 41415 y=3z-22 -1
4146 y=2'-= 1 41416 y=22*—2z -1
4147 y=22*43z 2 41417 y=2z>+3z -2
4148 y=42*>+6x -2 41418 y=4z’+6zx 2
4149 y=2z3—-8z 3 41419 y=22>—-8z -3

41410 y=2"—-8z 1 41420 y=2*-8x -1
4.2.2 Funkcijos didéjimo ir mazéjimo pozymis

Pakankamus funkcijos didéjimo ir mazéjimo intervale pozymius
isreiskia Sios teoremos:

1. Jeigu iSvestiné f’(x) intervale (a;b) teigiama, tai funkcija
f(x) tame intervale didéja.

2. Jeigu iSvestiné f’(z) intervale (a;b) neigiama, tai funkcija
f(x) tame intervale mazéja.

4.15 pavyzdys. Irodykime, kad funkcija
y = arctgr — x
visur mazéja.
Sprendimas. Rasime funkcijos y = arctgx — z iSvestine

2

1422

y = (arctgr — z) =

Prilyginsime iSvesting nuliui, t. y.

o —x?
1422
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ir iSpresime lygtj

— 22 =0, =0,
) = =z =0.
1422 £0; x € (—00;400);

Sudarysime lentele:

Intervalai | (—o0;0) | (0;+00)
y’ zenklas — —
y kitimas 1 1

| zymime, kad funkcija mazéja; T Zymime, kad funkcija didéja.
Pastebésime, kad taske © = 0 funkcija y = arctge — x ekstremumo
(maksimumo arba minimumo) nejgyja. Funkcija y = arctgr — x
mazeéja visoje skaiciy tieséje x € (—o0; +00).

4.16 pavyzdys. Jrodykime nelygybe
x>In(l+2x), z>0.
Sprendimas. Pazymésime
ylz)=x—In(l+=x), >0
ir rasime funkcijos iSvesting:

1 _1—|—x—1_ T
142 14z  1+zx

Yy =(x—-In(1+2z)) =1

nes r > 0.

x
Kadangi vy = 1tz > 0, kai z > 0, tai funkcija y =« — In(1 + x)

x

didéja, kai > 0. Apskaic¢iuosime funkcijos y = = — In(1 + )
reiksme taske x = 0;

y(0) =0—In(1+0)=0—0=0.
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Kadangi funkcija y = = — In(1 + z) yra didéjanti, kai z > 0 ir
y(0) = 0, tai, kai x > 0,

x—In(1+x) >0,

x>z —In(1+x).

4.15 uzduotis savarankiskam darbui.
4.15.1 Jrodykite, kad funkcija y = 23 4+ & visur didéja.

intervale

2
4.15.2 Trodykite, kad funkcija y = 2 arctg x + arcsin 1 _:5 5
x

[1; +00) yra pastovi.
4.15.3 Irodykite nelygybe e* > 1 4 x.

T

4.15.4 ITrodykite nelygybe c > e, kai z > 1.
x

3
4.15.5 Jrodykite nelygybe = — % <arctgz, 0 <z < 1.

3
4.15.6 Irodykite nelygybe arctgzx < z — %, 0<ax<1.

4.15.7 Trodykite, kad funkcija y = 22 — 42 + 7 intervale (—oo;2)
mazéja, o intervale (2;+00) didéja.
3
4.15.8 Trodykite, kad funkcija y = L—{_5 mazéja visuose apibrézimo
l’ —
srities intervaluose.
e sin . .
4.15.9 Funkcija isreiksta formule y = —————. [Irodykite, kad si
sinx + -
funkcija didéja kiekviename taske, priklausanciame jos api-
brézimo sriciai.
4.15.10 Irodykite, kad funkcija y = 2z + sinz didéja visoje skaiciy
asyje.
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4.2.3 Funkcijos iskilumo intervalai
4.17 pavyzdys. Raskime funkcijos

y = zarctgx
grafiko iskilumo aukstyn ir Zemyn intervalus.

Sprendimas. Raskime funkcijos y = x arctg z pirmosios ir antro-
sios eilés iSvestines:

"= (zarctgzx)’ = arct
= (warcigr) = arciga + o

" ( T )’ 1 1+22—2 22
y = |arctgx +

1+ a2 :1+x2+ (14 22)2
142+ 1427222 2
- (1+22) - (I422)”

Funkcijos y = z arctg x antrosios eilés iSvestiné né viename taske

nelygi nuliui, t. y. 5 # 0. Intervale (—oo;00) funkcijos

A+
grafikas yra iskilas zemyn.

4.16 uzduotis savarankiskam darbui. Raskite nurodyty funkci-
ju grafiko iskilumo aukstyn ir Zemyn intervalus:

Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija
4.16.1 y=zlnx; 4.16.6 y = Va2
4.16.2 y = In(1 4 2?); 4.16.7 y= é —z®
4.16.3 y=ax*— 8z + 1822 — 8z; 4.16.8 Y=V — 2;
4.16.4 y = Va5, 4.16.9 y:x+%;
4.16.5 y = In(1 + 2®); 41610 y= 1+1x2.
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4.2.4 Funkcijy tyrimas ir grafiky brézimas

Literatura: [Rum?76] XVII skyrius, 293 - 306 psl.

Funkcija f: X C R — R yra vadinama periodine, jeigu egzis-
tuoja toks skaicius T' > 0 kad:

a) T yra aibés X periodas;

b)Ve € X = f(z+T) = f(z) = f(z—T), t. y. funkcijos perio-
dy skaicius, kurio kartotiniais padidinus ar sumazinus argumento
reikSme, funkcijos reikSmeés nepakinta.

Skaicius T vadinamas funkcijos periodu. Visy periody pats
maziausias periodas vadinamas funkcijos f pagrindiniu periodu.

Funkcija y = f(z) vadinama lygine, jei kiekvienai z reiksmei
galioja lygybé f(—z) = f(z). Analogiskai, jei galioja lygybeé
f(=z) = —f(x), tai funkcija vadinama nelygine. Funkcija gali
biti nei lyginé, nei nelyginé.

Lyginés funkcijos grafikas simetriskas Oy asies atzvilgiu, o ne-
lyginés — koordinaciy pradzios tasko atzvilgiu.

Funkcijos tyrimo schema:
1. Nustatome funkcijos apibrézimo sritj.

2. Nustatome funkcijos charakteringasias savybes (periodiskuma,
lyginuma).

3. Randame funkcijos ekstremumus bei monotoniskumo inter-
valus.

4. Nustatome funkcijos iskilumo intervalus ir perlinkio taskus.

5. Randame funkcijos grafiko asimptotes ir iStiriame grafiko padétj
asimptociy atzvilgiu.

6. Surandame funkcijos ribas, kai tolsta j begalybes (400 ir
—00) ir artéja j funkcijos apibrézimo srities galus (jei funkeci-
jos apibrézimo sritis néra (—oo; +00)).
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7. Nustatome, ar funkcijos grafikas kerta koordinaciy asis, jei
taip, surandame funkcijos grafiko susikirtimo su koordinaciy
asimis taskus.

8. Breéziame funkcijos grafiko eskiza.

4.18 pavyzdys. Istirkite funkcija

ir nubrézkite jos grafika.

Sprendimas.

1) Funkcijos apibrézimo sritis: Dy = R.

. . 2(—=x 2z

2) Funkcija yra nelyginé, nes f(—z) = — 1 —i-((—a)c)Q Sk
—f(z). Taigi funkcijos grafikas bus simetrinis koordinaciy pradzios
tasko atzvilgiu.

3) Rasime funkcijos ekstremumus. Tam turime rasti funkcijos
iSvestine, ja prilyginti nuliui ir iSspresti lygti:

.
floy= AL =

(1+22)?
Sudarysime lentele:
Intervalai | (—oo;—1) | =1 | (=1;1) | 1 | (1;400)
f' zenklas - 0 + 0 -
f kitimas l Min T Max 1

| Zymime, kai funkcija mazéja; T zymime, kai funkcija didéja.

Taigi fmin(_l) =-1; fmaz(l) =1

4) Rasime funkcijos grafiko iskilumo intervalus, perlinkio tas-
kus. Tam turime rasti funkcijos antraja iSvestine, ja prilyginti
nuliui ir iSspresti lygti:

4z (2% — 3)
1
= ——==0.
Sudarysime lentele:
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Intervalai (—00; —/3) —/3 (—/3;0) 0
f" zenklas - 0 + 0
Isvados Iskila aukstyn N | Perlinkis | Iskila zemyn U | Perlinkis
Intervalai (0;/3) V3 (v/3; +00)
f - 0 +

Isvados Iskila aukstyn N | Perlinkis | Iskila zemyn U

Pastaba. Kai grafikas sudétingas, abiejy lenteliy duomenis
galime surasyti j vieng lentele, nes taip lengviau juos apzvelgti.

Apskaic¢iuojame funkcijos reiksmes: f(—+/3) = ;\/3; f(0) =

2
V3

0; f(—V3) = 5
| Taigi taskai (—V3; £(—v3)) = (—VE =), (0:£(0)) = (0;0)
ir
(V35 f(V3)) = (\/g, @) yra funkcijos grafiko perlinkio taskai.

5) Rasime funkcijos grafiko asimptotes:

a) Funkcija yra apibrézta ir tolydi visoje skaiciy tieséje x €
(—00, +00), todél jos grafikas vertikaliyjy asimptociy neturi.

b) Ieskosime funkcijos grafiko pasviryjuy asimptociy. Paste-
bésime, kad abiems atvejais, kai x — 400 arba x — —oo gausime
ta pacia riba

f(x) 2x

dm = = e =
b= lim (f(z)—kz)= lim 27x—0
T 250 _;U—>ool+m2_ :

Taigi tiesé y = kx +b = 0-x 4+ 0 = 0 yra grafiko horizontalioji
asimptoté, kai x — —oo arba z — +o0o. Nustatysime grafiko
padétj horizontaliosios asimptotés y = 0 atzvilgiu:

2z 2x

b= fla) 0= —0= s
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Fx)=2x/(1+x"2)

N

4 pav.: Grafiko eskizas.

Taigi 6 > 0, grafikas yra virs asimptotés, kai x > 0. Kai § < 0,
grafikas yra asimptotés apacioje, kai = < 0.
6) Surasime funkcijos riba, kai x tolsta j begalybes (nepriklau-
somai nuo to, ar  — —o0, ar £ — +00).
2x

Jim f(z) = Jim 2= 0

7) Rasime funkcijos grafiko susikirtimo taska su Oz aSimi:
2z

1+22
8) Remdamiesi gautais duomenimis, braizome funkcijos grafiko

eskiza (7r. 4 pav.).

=0 a2=0.

4.17 uzduotis savarankiskam darbui. Istirkite funkcija y =
f(z) ir nubrézkite jos grafiko eskiza:
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Uzduotis  Funkcija Uzduotis  Funkcija

4.17.1 f(z) = 1fx2; 41711 f(x) = 11:;2;
12 @)=t iz @)=
4T3 @)= S AT ) = 5
1174 f(z) = jjfl; 41714 f(z)= 432;
1175 f@) = i““’xQ; 41715 f(z) = ixﬁf;
4.17.6 flz) = ziiﬁs, 4.17.16 flx) = 65—:_;:2;
4.17.7 flz) = 33 +;;; 41717 f(e) = iiiﬁ
1178 f(@) =3 3’{22 ;41718 f(x) = : i iﬁ
L179  f(z) = iiif 41719 f(2) = 3?;; ;
41710 f(z) = 425:;2; 41720 f(2) = 1503

5 Keliy kintamuyjy funkcijos

Literatura: [Rum76] XXII skyrius, 378 — 394 psl.; [Mis99] 192 —
198 psl.; [Bud08] 183 — 250 psl.

Teoriniai klausimai: Keliy kintamyjy funkcijos tolydumas, dali-
nés isvestinés, diferencialas. Aukstesniyjy eiliy iSvestinés ir diferencialai.
Ekstremumai. Maziausiy kvadraty metodas. Funkcijos ekonomikoje.

5.1 Keliy kintamuyjuy funkcijuy diferencialinis skaicia-
vimas
5.1.1 Dalinés iSvestinés
5.1 pavyzdys. Raskime funkcijos dalines iSvestines duotame taske:
1. z =23 +2zy? + 322y + 43, (1;-1);
2. z = arctg 3 x #0, (1;1);
3. z=1uaY, (e;1).
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Sprendimas.

1. (y = const),
0
a{: = (2° + 2zy® + 32%y +°), = 32% + 2% + Byx;
Oz(zo;yo) _ 02(1; 1) 2 >
= =3.1242.(-1)246-(—1)-1 = —1;
Ox Ox T2 D76 D) ’
(x = const);
0
a—; = (2° + 22y” + 32y + o°),, = 4wy + 32 + 3%
9z(zo;iyo) _ 02(1; 1) 2 2
= =4-1-(-1)+3-1"4+3-(—1)"=2.
- - (-1)+312 43 (1)
2. (y = const)
9z _ 1 (1>_ y__.
695_1 <£U)2 y)  y?+a?’
Yy
oz(-1;1) 1 1
Ox 12412 2
(x = const),
0z _ 1 <_$> T
8y_1 (x)Q y? y? 4 2%’
Yy
0z(—1;1) _ 1 _ 1
oy 12412 2

3. Kai y = const, z = ¥ yra laipsniné funkcija, todél

0z
ox

= (a)), = yz¥ .
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Kai x = const, tai z = ¥ yra rodikliné funkcija, todél

%:(xy)’:xyln:c
Jdy
01
Oxeil) _y g q. 0oy
ox
0z(e; 1
2le; ):xl-lne:x-lzx.
dy

5.1 uzduotis savarankiskam darbui. Raskite dalines iSvestines
duotajame taske:

Uzduotis Funkcija Taskas
5.1.1 z=a¥ —xy’

Y
5.1.3 z=Inz+ a2 + y?
5.1.4 z:lntgE
Yy
Vai+y?—x
Vaz+y?+ o

5.1.2 Diferencialo taikymas apytiksliams skaic¢iavimams

5.1.5 z=1In

Diferencijuojamos funkcijos z = f(z,y) poky¢io
Az = fi(xo,y0) - Az + f,(z0,90) - Ay + - Az + (- Ay
pagrindiné tiesiné dalis
Az = fy(z0,90) - Az + fy(z0,90) - Ay

vadinama funkcijos diferencialu taske (z,yo) ir Zymima simboliu
dz, t.y.
dz = fy(x0,90) - Az + fy(20,90) - Ay.

7



Nepriklausomy kintamujy z ir y pokycius Az ir Ay laikykime
ju diferencialais Ax = dx, Ay = dy. Taigi funkcijos diferencialas
gali buiti raSomas Sitaip:

dz = fy(z0,y0)dz + fy(x0,y0)dy,

arba 5 5
z z
dz = —dxr + —dy.
ox + oy Y
Panasiai, jei funkcija u = f(x,y, z) turi tolydines dalines iSves-
. ou Ou Ou
tines e 8 g , tai funkcijos pilnasis diferencialas isreiskiamas
x
formule

ou ou ou
du f%d —i—a—yd +8 dz,

kurioje dx = Ax, dy = Ay, dz = Az.
Diferencijuojamos funkcijos z = f(x,y) pokyti

Az = f(zo + Ax,y0 + Ay) — f(x0,0),

kai pokyciai yra pakankamai mazi, galima apytiksliai pakeisti tos
funkcijos diferencialu

dz = fy(x0,y0) Az + fy (0, y0)Ay.

Tada gauname apytiksle lygybe

f(xo 4+ Az, yo + Ay) — f(xo,%0) = fr(z0,y0) Az + f, (0, y0) Ay,

is kurios, perkeéle f(xg,yo) iS kairés i desine, gauname formule

f(xo 4+ Az, yo + Ay) = f(x0,90) + fr(zo,y0) Az + f, (0, 0)Ay.

Gautoji formulé bus tuo tikslesné, kuo mazesni pokyciai Ax ir
Ay. Ja patogu naudoti funkcijos reikSmeés f(zo+ Az, yo+ Ay) ap-
skaiGiavimui, kai zinome funkcijos f(z,y) ir jos daliniy iSvestiniy
reiksmes taske (xg,yo).
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5.2 pavyzdys. Uzrasykime dviejy kintamyjy funkcijos
z =2 4 2xy® + 32y + P
diferenciala taske (1;0) ir pritaikykime ji apytiksliam skaic¢iavimui.

Sprendimas. Uzrasykime funkcijos z = f(x,y) diferenciala taske
(0, Yyo) bendruoju atveju:

dz = fy(xo,y0)dz + fy(20,y0)dy.
Raskime funkcijos z = f(x,y) iSvesting pagal
fi(z,y) = (2 + 22y + 322y + 33), = 322 + 292 + 6.

Apskai¢iuokime funkcijos z = f(x,y) iSvestinés pagal x reikSme
taske (1;0)

fa(zo,y0) = f2(1,0) =3-1>+2.02+6-1-0 = 3.
Raskime funkcijos z = f(z,y) iSvestine pagal y
f;(% y) = ($3 + 2:6@/2 =+ 3:621/ + yS); =dxy + 322 + 3y2.

Apskai¢iuokime funkcijos z = f(x,y) iSvestinés pagal y reikSme
taske (1;0)

fi(@o,yo) = f(1,0) =4-1-0+3-1°+3-0> = 3.
Uzrasykime dviejy kintamuyjy funkcijos
z =2+ 2zy? + 322y + o°
diferenciala taske (1;0)
dz = fy(xo,y0)dz + f, (0, y0)dy = 3dz + 3dy
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ir pritaikykime jj apytiksliam skaiciavimui

f(xo + Az, yo + Ay) = f(1 + Az, 0+ Ay) = f(1 + Az, Ay)
= f(z0,90) + fr(z0,y0)Az + f, (0, y0)Ay = 1 4+ 3Az + 3Ay.

Apskai¢iuokime funkcijos z = f(x,y) reikSme taske (1;0)
f(zo,y0) = f(1,0) = 1.
Atsakymas. dz = 3dx + 3dy; f(1+ Az, Ay) =~ 1+ 3Az + 3Ay.

5.1.3 Keliy kintamyjy funkcijos ekstremumas

Taskas T (xg,yy) vadinamas funkcijos f(z,y) maksimumu, jei
egzistuoja tokia tasko T aplinka

08 = {0 s Vo= o)+ - w)? < 5.
kad visiems taskams (z,y) € Ug) galioja nelygybe

f(z,y) < f(20,9) - (5.1)

Jei (5.1) nelygybe pakeisti tokia f(z,y) = f(zg,v,), taskas T
vadinamas funkcijos minimumu.

Bitina ekstremumo salyga

Tarkime, kad funkcijos f(x,y) dalinés iSvestinés of é;’y) ir 21 g;’y)
tolydzios taske Tj (x, yo)- Jei sis taskas yra funkcijos ekstremumo
(maksimumo arba minimumo) taskas, tai

of (z9,Y) of (z9,Y)
ox oy

=0.

:07

Taskai, kuriuose funkcijos pirmosios eilés dalinés iSvestinés lygios
nuliui (arba neegzistuoja), vadinami kritiniais.
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Pakankama ekstremumo salyga

Tarkime, kad funkcijos f(z,y) dalinés iSvestinés 823;;?1”), 828];(%@;)’

% f(z,y)
Oy?

yra tolydzios taske 7},. Pazymékime

_ 82f(x0,y0)
A=

B— 32f(9507y0> _ 82f(9507y0)
Oxdy oyoxr

82f (1:0, Z/o)
0y?

C =

Jei T}, yra kritinis taskas ir
A=AC—-B?>0,

tai T, yra ekstremumo taskas (maksimumas, kai A < 0 ir mini-
mumas, kai A > 0). Kritinis taskas néra ekstremumas, kai A < 0.
Jei A = 0, taskas gali buti, bet gali ir nebuti ekstremumas.

Pavyzdziui, taskas O(0,0) yra funkcijos f(z,y) = 22 +y? min-
imumas:

A=C=2 B=0, A=4>0.

5.1.4 Maziausiy kvadraty metodas

Tarkime, kad zinomos n funkcijos y = f(z) reikSmiuy y; = f (z7),
Yy = f(x9), -+, y, = f(x,). leskosime tiesinés funkcijos y =
ar + b~ f(x) parametry a, b. Pazymékime (zr. 5 pav.)

0j =ar;+b—y; j=1,2,....n

ir sudarykime funkcija

(aacj +b— yj)z
=1
1

fla,b) =Yo7
Jj=1

oo <



5 pav.: Sklaidos grafikas.

Teskome jos minimumo:

df(a,b) <
i =23 (o +b ) =0
0f(a,b) < _

Gauname dviejy tiesiniy lygciy sistema
a;1a + a12b = bl?
a21a -+ a22b = bz.
9 n n
ajp = ). Ti, Q12 = > z;, by = > Z;iY5
=1 j=1 j=1
n n
Agy = D Tjy A9y =M, by = > v
j=1 j=1
Isspreskime (5.2) sistema Kramerio metodu. Skaicius

app Qa2
Qg1 Q22

D= = Q11092 — A12097
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vadinamas antrosios eilés determinantu. Sudarykime dar du antro-
sios eilés determinantus

Taigi

5.3 pavyzdys. Pardavimy apimtis buvo stebima penkis ménesius
ir pateikta lenteléje

z; 1 2 3 4 )

y; | 4,05]4,96]6,01 704|799

Sudarykime pardavimy apimties prognoze ir apskaiciuokime yg.

Sprendimas. Apskai¢iuojame

ilmj=1+2+3+4+5:15,

=

§1x§=12+22+32+42+52:557

i

jzi:lyj =4,05+44,96 + 6,01 + 7,04 + 7,99 = 30,05,
ixjyj:1.4,05+2-4,96+3.6,01+4-7,04+5~7,99:100,11

<.
Il
—
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ir taikome (5.3) formules:
_ 310011-15:30,05 _ 4980 _ (5 ggg.

553000 1510011 _ 18010
b= 585152 — 00 — 9 022.

Taigi gauname prognozes funkcija y(z) = 0,996z + 3,022 ir ap-
skaic¢iuojame

Yo = y(6) = 0,996 - 6 + 3,022 = 8,998 ~ 9, 0.
5.2 uzduotis savarankiskam darbui. Pagal pateiktus stebéjimy
duomenis raskite funkcijos y(z) = ax + b parametrus a, b ir ap-
skaiciuokite y (z).

Uzduotis (o)
521 VD a0 orlyein 1as  UGO)
522 S 6on w00~ 608 ys.) 152 VOO
523 oon 9~ 600y 1o YOO
524 D) 60m (00 = 6,10, (5. = Ta1 VOO
525 ) 50r w0 =605 ys. T VG0
526 VLS a0z y(as) 611 yisn —7as YO0
52T D) 008 (00— 6,08 ps.H = Ta2 VOO
528 D) 0ot w0 = 6,00, (5. = Tar VOO
529 D) 608 n(10) = 6,10, (5.5 = T.a1 VOO
5210 57 o) — 005 s -1 VOO
2L b a0 030, s(2.0) 011 VGO
21 4D Ve o) —oms e <o Y0
521 Yo o ) —or by oty YOO

o
=~



Uzduotis y (xg)

52U Yo 06 o0 — 058 49 —o1 YOO
5215 15 06 4ot 0.0, 520 —0a1 U0
5216 VS Soe 00 = o.00 ye.n —1d YOO
5217 5 06 o) — 0.9 y20) —o1 10D
P28 0 o yai0) ~0Lom 2.0 —0s YO
5210 4o 020 = 038y o1z Y09
5220 U5 06k o) 0.6y —oa 10D

5.1.5 Maziausiy kvadraty metodo apibendrinimas
Nagrinésime dviejy kintamuyjy x ir y funkcija

u(z,y) = z*y°. (5.4)
5.4 pavyzdys. Zinomos kelios (5.4) funkcijos reikimeés

| 10 15 20 30 35
y| 20 30 15 25 10
w(z,y) | 14,9 21,8 12,8 20,4 9,9

Apskaic¢iuokime funkcijos parametry « ir G reikSmes.
Sprendimas. Apskai¢iuojame funkcijos u(z,y) logaritmus
Inu(z,y) =alnz+ Blny (5.5)

ir sudarome lentele

Inz | 2,3026 2,7081 2,9957 3,4012 3,5553
Iny | 2,9957 3,4012 2,7081 3,2189 2,3026
Inw | 2,7014 3,0819 2,5494 3,0155 2,2925
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Uzrasykime maziausiy kvadraty funkcija
5

2
fla,B) = Z (alnxj + flny; — lnuj)
=1

J

ir apskaiciuokime jos dalines iSvestines

5
0
féi’ﬁ) = 2321 (Ozlna:j +5lnyj — lnuj> ln:z:j =0,
5
16)
fé%,ﬁ) = 2];1 (aln:cj —i—ﬂlnyj - lnuj) Iny; = 0.

Sprendziame dviejy tiesiniy lygciy sistema
5 2 5 5
a (lnxj) +p > lny;lnz; = > Inu;jlnz,
j=1 j=1 j=1

5 5 2 5
a) Inz;lny, + 063 (lnyj> = > lnu;lny,.
Jj=1 Jj=1 j=1

=3 (1 )2 = 45,8185
a1 = > (Inxz,;) =45, ,
1 j=1 J

5 5
= =
5

Uy = j; (1n yj)2 — 43,5392,

5
by = > Inu;jlnz; = 40,6107,

7j=1

5
by = > Inu;lny; = 40,4642
j=1

ir taikome Kramerio formules (zr. (5.2) sistema)

ap; Aapa
Qg1 Qo9

D= = 115, 1850,

43,3557 43,5392
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| by ayp | | 40,6107 43,3557 |
l)l__‘ by ay || 40,4642 43,5302 | 1080
| a;; by | | 45,8185 40,6107 |
D= as; by |_| 43,3557 40,4642 = 93,3017.
Taigi
=—=0,12, f=— =0,8L
a=p =012 0=7=0

5.1.6 Kobo ir Duglo funkcija

Ekonomikoje vartotojo naudingumas® daznai modeliuojamas Kobo
ir Duglo funkcija
u(z,y) = azx®y' 2. (5.6)

Cia x yra pirmosios prekés vartojamas kiekis, y — antrosios.
Tarkime, kad zinomos kelios kintamyjy u, =, y reikSmés. Pert-
varkome (5.6) reiskinj

Inu(z,y) =lna+alnzx+ (1 —a)lny

ir pazyméje 0 = In a, sudarome maziausiy kvadraty funkcija

n 2
f(oz,ﬁ)zZ(aln <xj>+ﬁ—ln (%)) .
j=1 Yj Uj

5.3 uzduotis savarankiskam darbui. Pagal pateiktus stebéjimy
duomenis raskite Kobo ir Duglo (5.6) funkcijos parametrus a, « ir
apskaiciuokite u (z, yo)-

(5.7)

5.3.1

5.3.2

x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
w|12,3 15,0 21,4 17,5 16,2
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
w|13,2 15,0 20,4 18,4 15,2

3Jis iSreiskiamas pinigais
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5.3.3

5.3.4

5.3.5

5.3.6

5.3.7

5.3.8

5.3.9

5.3.10

x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
w|14,1 15,0 19,4 19,4 14,1
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|15,2 15,0 18,4 20,4 13,2
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|16,2 15,0 17,5 21,4 12,3
z| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|12,3 15,0 21,4 17,5 16,2
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|13,2 15,0 20,4 18,4 15,2
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|14,1 15,0 19,4 19,4 14,1
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|15,2 15,0 18,4 20,4 13,2
x| 20 15 15 25 10
y| 10 15 25 15 20
u|16,2 15,0 17,5 21,4 12,3
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